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El3szo

Kedves Olvaso!

Nagyon oriliink, hogy érdeklédsz az épitész szakma irant, és kezedbe vetted a
tankonyviinket. Minden bizonnyal ez életed legelsé egyetemi tankonyve/jegyzete,
de biztosak vagyunk abban, hogy nem az utolso.

Az abrazolo geometria alapvetd fontossagu, ha épitész szeretnél lenni, hiszen
alaprajzokat, 0sszetett terveket kell majd értelmezned és készitened. Ezek a rajzok
pedig a geometria szabalyain alapulnak.

Eppen ezért a tankdnyvben szépen, fokozatosan haladj elére. Készits sajat
rajzokat, szemléltet6 abrakat! Hasznalj korzét, két vonalzot (az egyik legyen
haromszog alaki) és szines ceruzakat is! Fedezd fel a térgeometria egyszeri és
nagyszer( szabalyait, és vizsgald meg, hogy a kérnyezetedben hol bukkannak fel
ezek az Osszefuggések!

Mit varunk el téled? Csupan annyit, hogy a kozépiskolaban tanult legfontosabb
geometriai fogalmakat és tételeket ismerd.

Igyekezz minden feladatot lépésr6l lépésre megcsinalni/kiszerkeszteni, és ne
hagyd ki a gyakorl6 feladatokat sem! Ha elakadtal, térj vissza az adott fejezet
alapfeladataihoz, vagy kérd a tanaraid segitségét!

A tankdnyv - az egyetemi hagyomanyokat kovetve — magaz6dd forméaban
irédott. Ez ne riasszon el, inkabb mi is igy koszontiink:
Udvézoljiik az 4brazold geometria vilagaban! Eredményes felkésziilést kivanunk,
a Szerzbék

El6sz6 kozépiskolai tanarok szamara
Kedves Kolléga!

A legtobb miiszaki képzésben — elsésorban id6hiany miatt — a kozépiskolaban
megszokottnal gyorsabb tempoban oktatjuk a térgeometriat, és ez gyakran varat-
lanul éri az els6és hallgatokat. A tankonyv nem titkolt célja, hogy a felkésziilés és
az els6 egyetemi honapok soran segitse a leend6 egyetemistakat.

A tananyag els6 fejezete hidat épit a kozépiskolai geometriai tudas és az
egyetemen elvart ismeretek kozott. A tobbi fejezet mar az egyetemi tananyag
lassu megalapozasat tartalmazza. Minden témakor apré részekre bontott, igy -
sziitkség esetén — alkalmazkodik a 45 perces tanérakhoz.

Tankonyviink hasznos lehet fakultaciora jaro, illetve versenyz6 didkok szamara
is. Ezek az egyszer(, kiegészit6 ismeretek més megvilagitasba helyezhetnek egyes
feladatokat, és a térszemléletet erésen fejlesztik.

Az utolso fejezet vegyes térgeometriai feladatokat tartalmaz, az egyszertibbt6l
indulva a versenyszint(i példakig. A feladatok nagy része abrazolé geometriai
tudassal egyszertibben is megoldhato.

Odaadé munkajat koszonjik, és sikeres felkészitést kivanunk,
a Szerz6k
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A jelolésekrol

A tankonyvben zo6ld szovegdobozban talalhatok az alapvetd elnevezések,
definicidk; pirossal jeloltik a fontos allitasokat, tételeket. A kék szovegdobozok
fontos példakat tartalmaznak, amelyeket mindenképpen érdemes onalldéan is
megoldani.

Geometriai jelolések:
4
AB - az A és B pontok altal meghatarozott egyenes

AB —az A kezd6pontu és a B pontot tartalmazé félegyenes
AB - az A kezdéponti és B végponti szakasz

AB - az A kezd6pontu és B végpontu szakasz hossza
d(A, B) - az A és B pontok kozotti tavolsag

d(A,e) — az A pont és az e egyenes kozotti tavolsag

e|l f —azeés f egyenesek parhuzamosak egymassal

el f —azeés f egyenesek merblegesek egymasra

[A,B,C] - az A, B és C pontok altal meghatarozott sik
[A,e] — az A pont és az e egyenes altal meghatarozott sik

e C S — az e egyenes benne van az S sikban

AOB vagy AB-az O kozéppontu, A és B végpontokkal bir6 koriv

Nyilatkozat

Jelen tananyag az EFOP-3.4.4 — 16-2017-00025 ,Bepillantas a jovédbe!” — Komp-
lex miiegyetemi palyaorientaciés és tovabbtanulast segité programok elnevezésti
projekt keretein beliil készilt.

Lektoralta: Szilasi Zoltan (Debreceni Egyetem)

Amennyiben sajtohibat talal, illetve mas, a tankonyvvel kapcsolatos észrevétele
van, kérjik irjon nekiink.

Elérhetéségek:
Pék Johanna - pekj@arch.bme.hu
Strommer Laszl6 — strommer@arch.bme.hu
Dobos Sandor — dobos@fazekas.hu

Koszonetnyilvanitas

Eztton szeretnénk megkdszonni Szilasi Zoltan alapos lektori munkajat és
észrevételeit.

Koszonjik tovabba Strommer Tamasnak a LaTeX-fajl és az abrak elkészitésében
nyujtott hasznos segitségét.

Boritoterv: Mathé Dora



1. fejezet

Térgeometriai alapismeretek

1.1. Térelemek kolcsonos helyzete

A geometriaban alapvetd térelemeknek a pontokat, egyeneseket és sikokat te-
kintjiik. E térelemek kolcsonds helyzetét tekintve az alabbi esetek adodhatnak.

+ Két pont lehet

— egybeesd;

- kiilonboz6.
« Egy pont egy egyenesre lehet

— illeszkedo;

— nem illeszked®.
« Egy pont egy sikra lehet

— illeszkedo;

- nem illeszkedé.
« Két egyenes lehet

— egybeesd, ha minden pontjuk kézos;

— parhuzamos, ha nincs k6z6s pontjuk, de kozos sikjuk igen;

— metsz, ha egyetlen kozos pontjuk van (metszéspont);

— kitér6 helyzet(i, ha nem egybeesd, nem parhuzamos és nem is metsz6:
példaul az 1.1. dbran a gula két olyan éle, amelyeknek nincs kozos pont-

ja.

1.1. abra. Kitér6 helyzetl egyenesek

« Egy egyenes és egy sik lehet

— illeszked6, ha az egyenes minden pontja a siknak is pontja;
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— parhuzamos, ha az egyenes nem illeszkedik a sikra, de a siknak van
olyan egyenese, amely parhuzamos az adott egyenessel;

— metsz6 helyzet(, ha egyetlen k6z6s pontjuk van (déféspont).
+ Két sik lehet

— egybees6, ha minden pontjuk kézos;
— parhuzamos, ha egyetlen k6z6s pontjuk sincs;

— metsz8, ha van k6z6s pontjuk, de nem egybeeséek — ekkor a k6zds pon-
tok halmaza egy egyenest alkot (metszésvonal).

1.2. Térelemek szoge és tavolsaga

Az elemi térgeometriai feladatok igen gyakran kérdeznek ra pontok, egyenesek
és sikok egymastol valo tavolsagara, illetve egymassal bezart szogére. A tavolsagok
és szogek helyes értelmezése alapveté a mérnoki tudomanyokban is.

1.2.1. Térelemek szoge

Szogek esetén értelemszeriien egyenesek és sikok szogeit szitkséges vizsgalni.
Ha két egyenes/sik illeszked$ vagy parhuzamos helyzet(, akkor szogiik definici6
szerint 0°.

Két egyenes szige (1.2. abra) az egyenesek altal bezart szogek kisebbike: <(e, f) =
a. Merbleges egyenesek esetén ez a sz6g 90°.

Az 4brazold geometriaban kiemelt fontossagi egy sik és egy egyenes mer6le-
gessége (1.3. bra), ezért a késébbi fejezetek tanulmanyozasahoz elengedhetetlen
a kovetkez6 tétel ismerete (bizonyitasat lasd a 10. osztalyos matematika tankony-
vekben).

1.2. abra. Két metsz6 egyenes szoge

Sikra merdéleges egyenes tétele

Ha egy egyenes mer6leges a sik két egyméast metsz6 egyenesére, akkor me-
réleges a sik minden egyenesére. Ekkor azt mondjuk, hogy az egyenes me-
réleges a sikra.

1.3. abra. Sikra meréleges egyenes

Sik normalisa

A sik egy normalisin (normdlis egyenesén) egy, a sikra mer6leges egyenest
értiink.
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Egy egyenes és egy sik szoge (1.4. abra) megegyezik az egyenesnek és az egyenes
sikra es6 merdleges vetiiletének szogével: <((e,S) = <t(e,€’) = a.
(A mero6leges vetiiletet 1asd a 2.1. fejezet 2.3. dbrajan.)

1.4. abra. Egyenes és sik szoge

Mivel a merdleges vetiilet meghatarozasa gyakran igen bonyolult (mind sza-
mitasok, mind pedig szerkesztések esetén), ezért sokszor inkabb a keresett szog
potszogét keressiik meg. Az e egyenes tetszéleges E pontjabol mer6legest allitva
az S sikra (n normalis), az ad6dd6 MN EA derékszog(i haromszégben EMN < =
és MEN < = 90° — « szdgek potszogek, utobbi pedig meghatarozhato két egyenes
szogeként: <(e,n) = 90° — a.

Két (metsz6) sik szoge azon két egyenes szoge, amelyeket ugy kapunk, hogy a

metszésvonal egy pontjabol mindkét sikban meréleges allitunk a metszésvonalra.
Belatjuk, hogy ez a sz6g megegyezik a normalisaik szogével (1.5. dbra).
A tér egy tetszbleges P pontjabdl allitsunk meréleges egyeneseket (17 és n, nor-
malisokat) a két egymast metsz6 sikra. A normalisok talppontjai legyenek N; és
N, pontok, a két normalis szoge a = <((111, 11,). A két normalis egy olyan sikot ha-
taroz meg, amely a két eredeti sik metszésvonalat egy M pontban metszi. Az ad6do
MN, PN, négyszog hurnégyszog, ezért az NyMN,<< = 180° — N;PN,< = a.
Tehat a tekintett két normalis szoge éppen a két sik szoge.

A sikok szdgeinek az épitészetben is komoly szerepe van: példaul egy tet6feli-
let valamely részének egy vizszintes sikkal (a talajjal) bezart szoge (meredeksége)

1.5. abra. Két sik szoge

jelent6séggel birhat mind miiszaki, mind esztétikai szempontbdl. Az 1.6. bran lat-
hat6 esetben nyilvanvaléan szempont volt az is, hogy a torony sisakjanak felsé ré-
sze szabalyos nyolcszogl gulat formazzon — vagyis a szomszédos tetdsikok szoge
azonos legyen.

1.6. abra. Rostock, Sankt-Petri-Kirche
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1.2.2. Térelemek tavolsaga

Ha két térelemnek van kozos pontja — azaz az egyik illeszkedik a masikra, vagy
metszik egymast —, akkor a tavolsaguk 0 (nulla).

« Két nem egybeesd pont tavolsaga az altaluk meghatarozott szakasz hossza
(1.7. abra, balra).

« Pont és egy azt nem tartalmazd egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre
allitott merdleges szakasz hossza (1.7. abra, kozépen, PP’ = d).

« Pont és egy azt nem tartalmazo sik tavolsaga a pontbdl a sikra allitott merd-
leges szakasz hossza (1.7. abra, jobbra): P pontbd6l meréleges egyenest allitva
S sikra (m), és meghatarozva M metszéspontjukat, a keresett tavolsag a PM
szakasz hossza.

1.7. abra. Pont tavolsaga ponttdl, egyenestdl, illetve siktol

« Két egyenes tavolsaganak meghatarozasa fligg az egyenesek kolcsonos hely-
zetétol.

— Ha akét egyenes parhuzamos, akkor tavolsaguk visszavezethet6 pont és
egyenes tavolsagara: az egyik egyenes tetszéleges pontjat kivalasztva, a
két egyenes tavolsaga a valasztott pont és a masik egyenes tavolsaga
(1.8. abra, balra).

— Ha a két egyenes kitérd, akkor a tavolsaguk annak a szakasznak a
hossza, amely mindkét egyenest metszi, és mindkettére merdleges
(1.8. abra, jobbra). Ezt a szakaszt (és annak egyenesét is) normaltransz-
verzalisnak nevezzik.

~

/

1.8. abra. Parhuzamos, illetve kitér6 egyenesek tavolsaga

+ Egy egyenes és egy azzal parhuzamos sik tavolsaga visszavezethet6 pont és
sik tavolsagara: az egyenes egy tetsz6leges P pontjat kivalasztva, a keresett
tavolsag a P pont és az adott sik tavolsaga (1.9. bra, balra).

3 = &w

1.9. abra. Parhuzamos egyenes és sik, illetve parhuzamos sikok tavolsaga
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1.3. GEOMETRIAI ALAKZATOK A TERBEN

« Két parhuzamos sik tavolsaga szintén visszavezethet6 pont és sik tavolsagara:
az egyik sik egy tetsz6leges P pontjat kivalasztva, a keresett tavolsag a P pont
és a masik sik tavolsaga (1.9. abra, jobbra).

1.3. Geometriai alakzatok a térben

Ebben a fejezetben 6sszefoglaljuk a legfontosabb ismereteket az altalanos- és
kozépiskolaban gyakran el6fordulé testekrdl (feliletekrdl). Ezeket a testeket a ké-
s6bbi fejezetekben alkalmazzuk, és érdekes feladatokat oldunk meg szerkesztéssel:
példaul egy gula vagy egy hasab kozos pontjainak meghatarozasat egy egyenessel.
(Lasd a 7. fejezetet.)

1.3.1. Guala

Tekintstink egy sokszoget és egy pontot, amely nincs a sokszog sikjaban, majd
kosstk Ossze szakaszokkal a sokszog minden pontjat az adott ponttal. Az igy
kapott felillet az adott sokszoggel egyiitt egy testet hatarol, amelyet guldanak
neveziink (1.10. abra).

Az adott sokszog a gula alaplapja (ABCDE sokszog), az adott pont pedig a guila
csticspontja (az abran az M pont). Az alaplap egy oldala és a cstcspont altal
meghatarozott haromszog a gula egy oldallapja (pl. ABM A). Az alaplap oldalai
a gula alapélei (pl. AB), az oldallapok az oldalélekben talalkoznak (pl. AM). Az
oldallapok Osszességét a gula palastjanak nevezzitk. A gula alaplapjanak egy
tetszbleges pontjat a csucsponttal Osszekotve a gula egy alkotdjat kapjuk (pl.
TM). A gila magassaga gula csicspontjabol az alaplap sikjara allitott meréleges
szakasz hossza (az abran az m szakasz).

Egyenes gularol beszélink, ha egy gula magassaganak talppontja az alaplap
szimmetriakdzéppontja, egyéb esetben a gula ferde (1.11. abra, balra és kozépen).
Egy szabalyos giila olyan egy egyenes gula amelynek alaplapja szabalyos sokszog.
Szabalyos tetraédernek nevezziik azt a gulat, amelynek alaplapja és oldallapjai is
egymassal egybevagé szabalyos haromszogek (1.11. bra, jobbra).

1.10. abra. Gula

1.11. abra. Egyenes és ferde gula, szabalyos tetraéder

Gulafeliiletnek nevezziik azt a feliiletet, amelyet egy gtla alkotoinak félegyene-
sei vagy egyenesei hataroznak meg (1.12. abra).
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1.12. abra. Gulafeliilet

1.3.2. Hasab

Egy sokszoglapot toljunk el a térben egy olyan i irannyal, amely nem parhuza-

mos a sokszog sikjaval. Az igy kapott testet hasdbnak nevezziik. (Az 1.13. abran az
egyszerliség kedvéért az irany kezdépontja a sokszog egyik csicspontja.)
Az adott sokszog a hasab alaplapja, az eltoltja a fed6lapja (ABCDE és A’B'C’D’E’
sokszogek). Az alaplap oldalait (pl. az AB szakaszt) alapéleknek nevezziik. A ha-
sab egy oldallapjan az alaplap egyik oldalanak eltolasaval kapott paralelogrammat
értjiik (pl. BCC’B’). Az oldallapok az oldalélekben talalkoznak (pl. CC’), a hasab
palastja az oldallapjainak 6sszessége. Ha az alaplap tetszéleges pontjaba eltoljuk
az egyik oldalélt, akkor a hasab egy alkotdjat kapjuk (pl. TT’). Az alkotok par-
huzamosak és egybevagoak a kiindulaskor hasznalt irannyal, ezért azt szokas az
alkotok iranydnak is nevezni. A hasdb magassdga az alap- és a fedélap sikjainak
tavolsaga (az abran az m szakasz).

Egyenes hasabrol beszéliink, ha az eltolashoz hasznalt irdny meréleges az alap-
lap sikjara, egyéb esetben a hasab ferde (1.14. bra, balra és kozépen). Szabdlyos ha-
sab esetén, az egy egyenes hasab alaplapja szabalyos sokszog. Kockdnak nevezzik
azt anégyzet alapu egyenes hasabot, amelynek magassaga megegyezik az alapélek
koz6s hosszaval, azaz lapjai egymassal egybevagd négyzetek (1.14. abra, jobbra).

1.14. abra. Egyenes és ferde hasab, kocka

Hasabfeliiletnek nevezziik azt a feliiletet, amelyet egy hasab alkotdinak egyene-
sei hatdroznak meg (1.15. abra).



FEJEZET 1. TERGEOMETRIAI ALAPISMERETEK

1.3. GEOMETRIAI ALAKZATOK A TERBEN

1.15. Abra. Hasabfelilet

1.3.3. Kap

Tekintsiink egy kort és egy pontot, amely nincs a kor sikjaban, és kossiik

Ossze szakaszokkal a kor pontjait az adott ponttal. Az igy kapott testet kilpnak
(pontosabban korkupnak) nevezziik (1.16. abra).
Az adott kor a kiap alapkore (k), az adott pont a kup csicspontja (M). A kiap
tengelye (t) az alapkor kozéppontjat és a csicspontot 6sszekotd szakasz/egyenes.
Az 6sszekotd szakaszok az alkotok (pl. a), az altaluk meghatirozott feliilet a
kap palastja. A kiip magassaga a kap csucspontjabol az alapkor sikjara allitott
merdleges szakasz (m) hossza.

Egyenes kiiprol beszéliink, ha magassaganak talppontja az alapkor kozéppontja
(azaz a magassag egyenese egybeesik a kip tengelyével), egyéb esetben a kup
ferde (1.17. abra).

Kipfeliiletnek nevezziik azt a ,végtelenbe nyuld” nyilt felilletet, amelyet akkor
kapunk, ha az el6bbi kup csicsat és alapkorének pontjait szakaszok helyett
egyenesekkel kotjik ossze (1.18. abra).

1.16. abra. Korkap

1.17. abra. Egyenes és ferde korkup
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1.18. abra. Kuapfeliilet

1.19. abra. Korhenger
1.3.4. Henger

Egy korlapot toljunk el a térben egy olyan irannyal, amely nem parhuzamos a

kor sikjaval. Az igy kapott testet hengernek (precizen kérhengernek) nevezziik.
(Az 1.19. abra az adott iranyt a kor kézéppontjaban abrazolja.)
Az adott kor a henger alapkére (k), az eltoltja a fed6kore (k’). A henger tengelye
az alap- és fed6kor kozéppontjait 6sszekotd szakasz/egyenes (t). Az eltolas soran
egymasnak megfelelé pontokat 6sszekotd szakaszok a henger alkotoi (pl. a), az
alkotok Osszessége a henger palastja. Az eltolashoz hasznélt irany az alkotok
iranya. A henger magassaga az alap- és a fed6kor sikjanak tavolsaga (m).

Egyenes hengerr6l beszélink, ha a magassag talppontja éppen az alapkor
kozéppontja, egyéb esetben a henger ferde (1.20. abra).

Hengerfeliiletnek nevezzik azt a végtelen nyilt feliletet, amelyet egy kor
adott, nem a kor sikjaba es6 irany szerinti eltolasaval kapunk. E feliilet ugy is
szarmaztathato, hogy a henger alkotéit nem szakaszoknak, hanem egyeneseknek
tekintjik (1.21. abra).

1.20. abra. Egyenes és ferde korhenger
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1.21. abra. Hengerfeliilet

1.3.5. Gomb

A tér egy adott pontjatol adott tavolsagra 1évé pontok halmazat gombnek
(gombfeliiletnek) nevezziik (1.22. abra).
Az adott pont a gomb kozéppontja (O), az adott tavolsag a gomb sugara (r). Egy
gombfelilletre korok illesztheték, melyek koézéppontjai a gombon beliil vannak
(példaul a K kozéppontu s sugard k kor). A gomb minden ilyen ,rairt” korére
teljestl, hogy a kor kozéppontjat és a gomb kozéppontjat 6sszekotd szakasz (t)
meréleges a kor sikjara. Ebbél kévetkezik, hogy r = Vs2 + t2 teljesiil. 1.22. abra. Gémb

Fékornek nevezziik az olyan gombre irt kort (pl. f), melynek sugara maximalis,
azaz éppen a gomb sugaraval egyenld, és igy kozéppontja egybeesik a gomb
kozéppontjaval.

11



2. fejezet

Leképezések térben és sikban

2.1. Parhuzamos és centralis vetitések tulajdonsagai

Az 4brazold geometria célja, hogy a térben talalhaté objektumokrél olyan
sképeket” (vetileteket) készitsiink, amelyekbdl az adott objektum helyzete és tu-
lajdonsagai egyértelmtien meghatarozhatok. Ezért igen fontos, hogy megismerjiik
a parhuzamos és a centralis vetités fogalmat és tulajdonsagait. A definiciokat a
haromdimenzids térben fogalmazzuk meg, a vetités fogalmat ismertnek tekintjik.

A tér egy sikra torténé vetitése soran a sik, amelyre vetitiink a képsik (a 2.1. ab-
ran az S). A tér egy tetsz6leges P pontjat egy v vetitGegyenes vetiti a képsikra. A
P pont képe a képsik és a vetitéegyenes P’ metszéspontja.

Egy alakzat képe az alakzat pontjainak képeibdl all. Emiatt, ha egy pont illesz-
kedik egy alakzatra, akkor a pont képe is illeszkedik az alakzat képére. A vetités
ezen tulajdonsagat illeszkedéstartasnak nevezzik. Ha a tér egy sikra torténd
vetitése soran egy egyenes képe egyenes marad, akkor a vetités egyenestarto.

Parhuzamos (paralel) vetités

Parhuzamos vetitésr6l beszélink, ha a tér pontjait olyan modon vetitjitkk
egy sikra, hogy a vetitdsugarak egymassal parhuzamosak (2.2. abra).

12
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2.1. abra. Térbeli pont sikra vetitése

A vetitésugarak kozos allasat a vetités iranydnak nevezzik. Merdleges
vetités esetén a vetités iranya mer6leges a képsikra. (Lasd a 2.3. 4brat.)

A parhuzamos vetités értelemszertien illeszkedés- és egyenestarto, tovabba:
— parhuzamossagtartd, azaz a parhuzamos egyenesek képei szintén parhu-
zamosak;

— aranytarto, azaz egy szakasz egy osztopontjanak képe a szakasz képét az
eredetivel azonos aranyban osztja (példaul PQ szakasz F felez6pontjanak
képe — az F’ pont — felez6pontja a P’Q’ szakasznak).
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Megjegyzés: Az aranytartast a fels6bb matematikaban osztoviszony-tartasnak

ik A centralis vetités értelemszertien illeszkedés- és egyenestarto, azonban:
nevezziik.

— nem parhuzamossagtarto;
- nem aranytarté (PQ F felezépontjanak képe — az F’ pont — nem felez6-
pontja a P’(Q’-nak).

2.2. abra. Parhuzamos vetités

2.4. abra. Centralis vetités

E
e
v
Megjegyzés: Parhuzamos és centralis vetitésekkel minden nap taladlkozha-
‘ » tunk. Példaul, egy lampaval megvilagitott targy asztalra es6 arnyéka az adott
targy centralis vetiilete. A Nap azonban olyan tavol van a Foldtél, hogy példa-
ul az épiiletek arnyéka vonatkozasaban a napsugarak parhuzamosnak tekinthet6k.

Rekonstrualhatdésagnak nevezziik azt a tulajdonsagot, amikor egy leképezés
esetén a pont képébdl vagy tobb képsikra vetitett képeibdl egyértelmiien meg le-
het hatarozni az eredeti pont térbeli helyzetét. A kés6bbi fejezetekben bemutatott
leképezésekben (Monge-projekciéban, axonometriaban, perspektivaban) a pontok
Centralis (kdzéppontos) vetités egyértelmiien rekonstrualhatoak a képeik segitségével.

2.3. abra. Példa egy egyenes sikra torténé (meréleges) vetitésére

Centralis vetitésr6l beszélink, ha a tér pontjait olyan modon vetit-
jiik egy sikra, hogy a vetitdsugarak mindegyike athalad egy, a képsikra 2.2. Tengelyes affinitas és centralis kollineacio

nem illeszkedd ponton, amelyet a vetités centrumanak neveziink (2.4. abra).
A kovetkez6kben két olyan leképezéssel ismerkediink meg, amelyeket gyakran

alkalmazunk az abrazol6 geometridban. A tankonyv teljes megértéséhez elenged-
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hetetleniil fontosak, de a bevezet6 fejezetek ezek nélkil is tokéletesen érthetbek.
Igy elegendd csupan akkor tanulméanyozni ezt az alfejezetet, amikor az elsé alkal-
mazasara sor kerul.

2.2.1. Tengelyes affinitas

Eddigi tanulmanyaink soran tobb sikbeli leképezéssel (transzformaciéval) meg-
ismerkedtiink mar, példaul a tengelyes tiikrozéssel, az elforgatassal, a kiillonboz6
hasonlosagi transzformaciokkal. Ezek a leképezések megérzik a szogeket, tovabba
a parhuzamossagot és a szakaszokon fellép6 aranyokat is.

Létezik azonban olyan leképezés (in. affinitds), amely nem tavolsag- és szogtarto,
csupan egyenes-, parhuzamossag- és aranytarté. (Az illeszkedéstartas természetes
modon teljesiil.) Ennek specialis esete a tengelyes affinitas.

Tengelyes affinitas

A sik egy tengelyes affinitasan olyan, a sikot 6nmagéra képezd kolesono-
sen egyértelmii leképezést értiink, amely egyenes-, parhuzamossag- és
aranytarto, tovabba van egy pontonként fix egyenese. A fix egyenest az
affinitas tengelyének nevezziik.

A tengelyes affinitast (2.5. &bra) meghatarozza a tengelye (t = t’ egyenes),
és egy tetsz6leges pont az affin képével egyiitt (P és P’ pontok).

A
Az affinitas iranya a PP’ egyenes allasaval egyezik meg. Belathato, hogy
minden tovabbi pontot és annak képét 6sszekotd egyenes parhuzamos az
affinitas iranyaval.

Megjegyzés: Fontos kilonbséget tenni a pontonként fix és az objektumként
fix egyenesek kozott. Pontonként fix egyenes esetén az egyenes minden egyes
pontjanak képe 6nmaga - ilyen a tengelyes affinitas tengelye. Objektumként fix
(méas szoval invarians) egyenes képe 6nmaga, de egy pont és annak képe lehet
kiilénb6z6 — erre példa a P-n és P’-n 4tmend egyenes.

2.5. abra. Tengelyes affinitas

Tengelyes affinitas: pont képének szerkesztése

Adott egy tengelyes affinitas tengelyével és a (P,P’) pontparral. Szer-
kesszitk meg a Q pont affin képét!

2.6. abra. Pont affin képe

A szerkesztés lépései

A feladat megoldasahoz felhasznaljuk azt, hogy a tengely minden pontja
fix, tovabba a P pontot és annak P’ képét is (2.6. abra).

1. Kossiik dssze a P pontot a Q-val, a kapott egyenes e.
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Egy pont affin képének meghatarozasa utan hatarozzuk meg egy paralelogram-
ma affin képét. A parhuzamossagtartas miatt paralelogramma képe paralelogram-

2. Azeegyenes metszi a t tengelyt, a metszéspont képe 6nmaga (T = T').

3. Az e egyenest nem csupan a P és a Q pontok, de a P és T pontok is
egyértelmiien meghatarozzak. Ezért az e egyenes képét megkapjuk, ha
a P’ pontot a T’-vel kotjik ossze (e”).
Az illeszkedéstartas miatt az e’ egyenesen rajta van a keresett Q’ pont
is, de még meg kell keressiik pontos helyét.

4. A definiciéban leirtak szerint minden pontot és képét 6sszekotd egye-
nes parhuzamos az affinitas iranyaval, ezért ha a Q pontban parhu-

A
zamost huzunk a PP’ egyenessel, azon szintén rajta kell legyen a Q’

pont. Igy, ahol az ¢’ egyenest elmetszi a Q ponton athaladé irany, ott
talalhaté a keresett Q” pont.

ma.

Paralelogramma affin képe

Adott egy tengelyes affinitas tengelyével, tovabba a P ponttal és annak P’
képével. Szerkesztendé a PQRS paralelogramma affin képe.

A szerkesztés lépései

A megoldas soran a P és P’ pontok segitségével meghatarozzuk a Q, R és
S pontok képeit (2.7. abra).

1. Az el6z6 feladat megoldasat felhasznalva, hatarozzuk meg el6szor pél-

t:l’, T1:T1, T2=T2,

2.7. abra. Paralelogramma affin képe

. Szerkessziik meg az R pont képét. Ehhez mar a (P,P’) és a (Q,Q’)

pontpar is felhasznalhato. Valasszuk most a (Q, Q’) pontpart.

<>
. A QR egyenes a tengelyt a T, = T, fixpontban metszi. E pontot dssze-

kotve Q’-vel a (Q_I)Q affin képét kapjuk. Az affinitas iranyaval R-b6él hu-
zott parhuzamos kimetszi az el6z6 egyenesbdl a keresett R’ pontot.
(Vegyik észre, hogy a szerkesztés teljesen megegyezik a korabban be-
mutatott példaval.)

. Az S’ pont meghatarozasahoz felhasznalhaté a (P, P’), (Q,Q’) vagy

(R, R’) pontparok barmelyike, de kihasznalhatjuk azt is, hogy a ten-
gelyes affinitas parhuzamossagtart6. R’-bél parhuzamost hizva IW -
vel, és P’-b6l parhuzamost huzva W—Vel, megkapjuk a hidnyz6 S’
affin képet.

daul a Q pont képét. A (@ egyenes a tengelyt a T} = T} fixpontban

>
metszi, ennek segitségével a P’Q’ egyenes, majd a Q' pont is megszer-
keszthet6.

—

A szerkesztéstink helyességét konnyen ellendrizhetjik: SS” egyenes az af-
<> >

finitas iranyaval parhuzamos, vagy a RS és R’S’ egyenesek a tengelyen

metszik egymast.
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A megoldasbol jol lathato, hogy a tengelyes affinitis nem 6rzi meg sem a
tavolsagokat, sem pedig a szogeket. Azt is érdemes végiggondolni, hogy a pontok
szerkesztése soran mindig fel tudtuk hasznalni a korabban mar megszerkesztett
affin pontokat. Igy egyre nagyobb a valasztasi lehetdségiink, hogy melyik pontpar
segitségével kapjuk egy Gjabb pont affin képét.

Megjegyzés: A tengelyes affinitassal nehezebb feladatok is megoldhatdk; lehe-
téség van példaul paralelogrammat téglalappa transzformalni.

2.2.2. Centralis kollineacio

Az el6z6 fejezetben latott tengelyes affinitds parhuzamossag- és aranytartd
leképezés. Szeretnénk egy még altalanosabb leképezést definialni, amelyt6l
(szinte) mar csak azt varjuk el, hogy egyenes képe egyenes legyen.

A centralis kollineacié mélyebb elsajatitasahoz fontos megismerkedniink a
végtelen tavoli pontok fogalmaval. Sokak szamara ismert lehet a ,parhuzamosok
a végtelenben talalkoznak” mondat, amely arra utal, hogy példaul egy fényképen
egy ut két szélét dsszetartonak (metszének) érezzik. Ezt a jelenséget probaljuk
meg matematikai eszk6zokkel leirni.

Végtelen tavoli (idealis) pont — konstrukcio

Tekintsiik a sik egy tetszéleges egyenesét. ,Adjunk hozza” az egyeneshez
egyetlen plusz pontot. Az adott egyenessel parhuzamos egyenesek mind-
egyikéhez ugyanezt(!) a pontot csatoljuk. Igy ezeknek a paArhuzamos egye-
neseknek a kozos pontja ez a hozzaadott pont, amelyet az adott egyenes
végtelen tavoli pontjanak neveziink.

Jelolés: also indexben feltiintetett oo jel, pl. Vi,

Megjegyzések:

« Nem parhuzamos egyeneseknek kiillonb6z6ek a végtelen tavoli pontjaik.
A 2.8. 4bran az a, b és c egyenesek kozos végtelen tavoli pontja a V, pont; az
e, f és g a W,-ben metszi egymast.
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2.8. abra. Végtelen tavoli pontok

+ Ha egy tetszéleges pontot dssze szeretnénk kotni egy végtelen tavoli ponttal,
akkor a végtelen tavoli pont ,iranyaba” mutat6 egyenesekkel kell parhuza-
most hdzni az adott ponton keresztiil. (Lasd az ellentengelyek szerkesztésé-
nek 2. pontjat és a 2.11. 4brat.)

« Egy sikon végtelen sok, kiilonboz6 irAnyt egyenes létezik. Igy egy sikon vég-
telen sok végtelen tavoli pont van, amelyek egyetlen egyenesre, a sik végtelen
tavoli egyenesére illeszkednek.

Centralis kollineacio

Centralis kollineacion olyan, a végtelen tavoli pontokkal kib&vitett sik
onmagara vald kolcsonosen egyértelmt, egyenestartd leképezését értjiik,
amelynek van egy pontonként fix tengelye és egy arra nem illeszkedd,
fixen marado6 centruma.

A centralis kollineaciot (2.9. dbra) meghatarozza a tengelye (f = t’ egye-
nes), a centruma (C = C’ pont), és egy tetszoleges pont a centralkollinedci-
s képével egyiitt (P és P’ pontok) Ggy, hogy az utobbi két ponton atmend
egyenes athalad a centrumon.
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Minden tovabbi pontra és képére is teljesiil, hogy az azokat 6sszekoté egye-
nesen rajta van a centrum.

2.9. abra. Centralis kollineéacio

Megjegyzés: A definicid alapjan bebizonyithatd, hogy a centralis kolline-
aci6 nem parhuzamossag- és nem aranytartdé - ugyanakkor megtartja az
egyes egyeseken fellépd ,aranyok aranyat”, amelyet a felsébb matematikaban
kettbsviszony-tartasnak neveznek.

Centralis kollineacié: pont képének szerkesztése

Adott egy centralis kollineaci6 tengelyével, centrumaval és a (P, P’) pont-
parral. Szerkesszitk meg a Q pont képét az adott centralis kollineaciéban!

A szerkesztés 1épései

A keresett Q’ pont megszerkesztéséhez kihasznaljuk, hogy a tengely pon-
tonként fix, tovabba a P pontot és annak P’ képét is segitségul hivjuk
(2.10. abra).

1. Kossiik dssze a P pontot a Q ponttal, igy kapjuk az e egyenest.

2. Az e egyenes elmetszi a t tengelyt egy T = T’ fixen maradd pontban.
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2.10. abra. Pont képe centralis kollineaciéban

3. Az e egyenes képét meghatarozzak a P’ és T’ pontok (e’). Az illeszke-
déstartas miatt az e’ egyenesen rajta van a keresett Q pont.

4. Mivel minden pontot és képét 6sszekotd egyenes atmegy a centrumon,
ezért a Q és C pontokat 6sszekotd egyenes kimetszi a Q pont képét
e’-bsl: Q.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a feladatmegoldas stratégidja szinte teljes
mértékben megegyezett a tengelyes affinitasnal latottal.

Felmertilhet a kérdés, hogy vajon van-e olyan leképezés, amely a végtelen

tavoli pontokat ,véges helyzetd” pontba képezi és forditva. A valasz igen: a
centralis kollineaci6 ilyen leképezés.
Raadasul, néhany specialis eset kivételével, a sik végtelen tavoli egyenesének képe
egy véges helyzetli egyenes, tovabba van olyan véges helyzeti egyenes, amelynek
a képe a sik végtelen tavoli egyenese. Ezt a két egyenest ellentengelyeknek
nevezzik.
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Ellentengelyek szerkesztése A szerkesztés lépései
Adott egy centréalis kollineaci tengelyével, centrumaval és a (P, P’) pont- A feladat megoldasahoz egy tetszéleges, P-n athaladd e egyenest és annak
parral. Szerkessziik meg az ellentengelyeket! képét hasznaljuk fel (2.11. abra). A korabbi szerkesztések alapjan az e képe

—
—annak T = T’ fixpontjat felhasznalva — az P'T’ = ¢’.

Szerkessziik meg el8szor a végtelen tavoli egyenes képét!

1. Ha a végtelen tavoli egyenes két pontjanak képét megszerkesztjiik,
akkor az azokat 6sszek6t6 egyenes a végtelen tavoli egyenes képe. Az
egyik ilyen végtelen tavoli pont legyen az e egyenes V, pontja.

2. Kossiik 6ssze a C centrumot a V, ponttal, azaz hiizzunk parhuzamost
C-n keresztill e-vel. Ezen az egyenesen rajta van a V,, képe.

P 3. Mivel V, rajta van az e-n, ezért annak képe az e’ egyenesre illeszkedik.

—>
Ezért a keresett pont az e’ és a CV,, egyenesek metszéspontja: V.

e 4. Sziitkségiink van még egy végtelen tavoli pont képére. Ehhez kivalaszt-
v v’ E.=E. hatnank egy masik tetszéleges egyenest, és az el6z6 1épéseket végre-

/ \J/\ hajtva megkapnank a végtelen tavoli egyenes képét. A kovetkezd ész-
t=t’ =T E,=F; revételt felhasznalva azonban ez a 1épés kihagyhato.
Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik a tengely F, végtelen tavoli pont-

javal. Mivel a tengely minden pontja fix, igy a végtelen tavoli pontja
is fixen marad: F, = FJ,.

5. Avégtelen tavoli egyenes képe a V' és az F. pontokat dsszekotd egye-

rn’ 7
nes: V'F, =v".
o =W’

Azt kaptuk, hogy a végtelen tavoli egyenes képe (v’) parhuzamos a t = t’
tengellyel. (Ez természetes mddon kovetkezik abbdl, hogy a t tengely

2.11. abra. Ellentengelyek szerkesztése végtelen tavoli pontjaval kotottik ssze a V' pontot, azaz t-vel hiiztunk
parhuzamost a V’-n keresztiil.)
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képénél is nagyon érdekes megoldast eredményez.

Most szerkessziik t t, lynek ké tgtelen tavoli
ost szerxesszumeg azt a w egyenest, amelynek kepe a v veglelen tavoll Szerkessziik meg egy specialisan elhelyezked6 haromszog képét!

egyenes, azaz w’' = V.
Keressiink két olyan pontot, amelynek a képe végtelen tavoli; ezen két pont

egyenese lesz a keresett w egyenes. Specialis helyzeti haromszog centralkollineacios képe

1. "A C centrumbél az e egyenes minden pontja az e’-re vetitheté tgy, Adott egy centralis kollineaci6 tengelyével, centrumaval és a (P, P’) pont-
hogy az a pont véges helyzetti legyen — egy pont kivételével. Ha a C- parral. Szerkesztend6 a 2.12. abran lathato PQRA haromszog centralkolli-
b6l huzott ,vetitéegyenes” parhuzamos az e’-vel, akkor az az egyenes neacios képe.

csak a ,végtelen tavolban” metszeni az e’-t.

2. Azel6z6 gondolatot felhasznalva, huzzunk parhuzamost C-n keresztiil
e¢’-vel. Ez az egyenes az e-b6l a W pontot metszi ki.

3. Az 1. pontban tett észrevétel miatt, a W képe végtelen tavoli: W[,
amely egyuttal az e’ egyenes végtelen tavoli pontja. — Ezzel mar talal- w
tunk egy olyan pontot, amelynek a képe végtelen tavoli.

4. Az els6 harom lépést megismételhetnénk egy masik tetszbleges egye-
nessel, hogy egy tjabb, a kivanalmaknak eleget tevé pontot kapjunk.
Erdemes azonban ismét felhasznalni a pontonként fix tengely végtelen
tavoli pontjat.

5. Az F, pont teljesiti azt a feltételt, hogy a képe végtelen tavoli legyen:
Fo, = F., — Ezzel az egyszert észrevétellel megkaptunk a keresett w

egyenes egy Ujabb pontjat. =t

>
6. Az az egyenes, amelynek a képe a végtelen tavoli egyenes: WF_, = w.

Mivel w tartalmazza az F, pontot, szintén parhuzamos a t = t’ tengellyel.

Megjegyzés: Konnyen igazolhatd, hogy az egyik ellentengely centrumtél vald
tavolsaga egyenl6 a masik ellentengely tengelyt6l valo tavolsagaval.

2.12. abra. Specialis helyzet(i haromszog centralkollineaciés képe
Lathattuk, hogy a centralis kollineaci6 segitségével végtelen tavoli pontokat
véges helyzetbe lehet hozni, és forditva. Ez a tulajdonsag mar egy haromszog
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A szerkesztés lépései A definiciobdl és az eddigiekbdl kovetkezik, hogy centralis kollineacié nem
parhuzamossagtart6. Tekintsiink — a szerkesztés leirasanak mellézésével — egy
egyszerl példat, amely ezt jol szemlélteti.

Javasoljuk, hogy a Kedves Olvasé préobalja meg a feladatot 6nélléan megoldani.

A feladat megértését megkonnyiti, ha megszerkesztjiik azt az ellentengelyt,
amelynek a képe a sik végtelen tavoli egyenese. (Ezt mar korabban meg-
szerkesztettiik: w.) Az R pont elhelyezkedése miatt a PQRA metszi a w

eltemliemgely ki pomidban. Paralelogramma képpel bir6 négyszog centralis kollineacioban

1. A fejezet els6 peldaja egy tetszbleges pont képének megszerkesztését Adott egy centralis kollineaci6 tengelyével, centruméval és azzal az ellen-

mutatja be. A PQ egyenes és annak T} = T, fixpontja segitségével tengelyével, amelynek a képe a sik végtelen tavoli egyenese. Adjunk meg
megszerkesztjik a Q pont Q' képét. egy olyan négyszoget, amelynek képe a centralis kollineacioban paralelog-
U rammal

2. Hasonloan, —példaul — a QR egyenessel és T, = T, fixpontjaval kap-

, ) ,
hat6 meg az R pont R” képe. A szerkesztés lépései — itmutatd

. , .z : ’ . ’ ) 4 ’
3. A PQRA minden csespontjanak ismert a képe: P’, Q" és R'. Ha két egyenes az adott ellentengelyen metszi egymast, akkor képeik par-

huzamosak — a PQRS négyszoget tehat ugy kell felvenni, hogy a szemkozti
oldalai a w ellentengelyen metsszék egymast. (Lasd a 2.13. brat.)

A feladat csak a pArhuzamos egyenesek megszerkesztésével is megoldhato,
akar a centrum kozvetlen hasznalata nélkil.

4. Fontos! Most a feladatot befejezhetnénk azzal, hogy a kapott harom ké-

pet Osszekotjiik, de nem az lenne a helyes megoldas. A PQRA ugyanis
metszi a w ellentengelyt, igy a haromszognek két olyan pontja is lesz,
amelynek képe végtelen tavoli pont.
Ezért a helyes megoldas a P’-bél indul6 félegyenes, a P’Q’ szakasz,
a Q’-bél indulé félegyenes, tovabba az R’-bél induld két félegyenes.
Roviden: a haromszog képe ,szétnyilik”, igy a végeredmény nem egy
zart haromszog, hanem két darab nyilt alakzat.

Megjegyzés: A centralis kollineaci6 ilyen médu hasznalata a 10.4.2. fejezetben
fordul majd elé.

Ez igen szép példa arra, hogy egy szakasznak (példaul a QR-nek) a képe
két félegyenes is lehet.

Az észrevételiinket kénnyen ellenérizhetjiik: a QR szakasz képe nem lehet
a Q'R’ szakasz, ugyanis a Q'R’ tartalmazza a T, pontot, mig az eredeti QR-
ben nincs benne a T, pont.

Megjegyzés: Egy centralis kollineaciot megadhatunk oly moédon is, hogy
megadjuk a tengelyét, a centrumat és az egyik ellentengelyét.
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2.13. abra. Négyszog, melynek képe paralelogramma centralis kollineaciéban
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3. fejezet

A Monge-projekcio alapjai

A tankonyvben bemutatott elsé leképezési eljaras Gaspard Monge (1746-1818)
nevéhez flizédik. Az épiiletek alaprajzanak, fliggéleges nézeteinek hasznalata régi
gyakorlat az épitészetben. A Monge éaltal leirt mddszer ilyen vetiiletek 6sszekap-
csolasaval alkot olyan rendszert, amelyben a haromdimenzids objektumok kétdi-
menzids vetiiletei révén az eredeti objektum méreteit, helyzetét stb. egyértelmiien
meg lehet allapitani - és igy modot ad térbeli szerkesztések sikbeli elvégzésére.

A Monge altal leirt abrazolasi eljaras nem egy, hanem két kiillonb6z6 képsikra
vetiti a tér pontjait. Erre azért van sziikségiink, hogy az egyes pontok egyértelmien
rekonstrualhatoak legyenek: egy pont képei egyértelmtien meghatarozzak, hogy & Ke X,
az adott pont a térben hol helyezkedik el. (Lasd a 2.1. fejezetet.) @ Kq0

> x\\ I I Xie
>N
X1.2 o f 5 oK, Xz

|
3.1. A Monge-projekcio6 alapjai, pont abrazolasa C'é i jlv, Ko

A tér pontjait mindkét képsikra merélegesen vetitjik, majd a két képsikot
— az Osszes abrazolando alakzat vetiileteivel egytitt — a képsiktengely kortil
egymasba hajtjuk, azaz az egyik képsikot a masikba forgatjuk 90°-kal.

Az igy létrehozott vetitési rendszert Monge-projekcionak (vagy Monge-féle
kétképsikos abrazolasnak) nevezzik.

© Ko
3.1.1. A rendszer felépitése e —
Monge-projekcié és alapfogalmai 3.1. abra. A Monge-féle abrazolasi rendszer: térbeli nézet, oldalnézet és az Gsszehajtas
Tekintsiink két, egymasra meréleges sikot a térben (3.1. abra). A két sik ne-
ve rendre KCy elsé képsik és K, masodik képsik. A két képsik metszésvonala Fontos megjegyzés: Az eddigiek alapjan nyilvanval6, hogy a Monge-
a képsiktengely, jelolése: x; 5 (X1, vagy 1x;); roviden x; , tengely. projekcio parhuzamos vetités, ezért egyenes-, parhuzamossag- és aranytarto.
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FEJEZET 3. A MONGE-PROJEKCIO ALAPJAI

3.1. A MONGE-PROJEKCIO ALAPJAI PONT ABRAZOLASA

Ha a 3.1. abran lathaté modon a képsikokat pozitiv és negativ félsikra osztjuk,
akkor ,0sszehajtas” utan K, pozitiv fele K negativ felével, K, negativ fele Iy
pozitiv felével keril fedésbe. A két képsik igy egyetlen sikban, a rajz sikjaban
(papir, fiizet vagy tabla sikja) dbrazolhato.

A két képsik a teret négy térnegyedre osztja. A térnegyedeket dramutatd
jarasaval ellentétesen szamozzuk, igy kapjuk az I., II.I11. és I V. térnegyedeket.
(Lasd a 3.1. abra kozéps6 rajzat.)

Megjegyzések:
« Az objektumokat lehet6ség szerint az I. térnegyedben abrazoljuk.
« Ha kiilon nem emlitjiik, akkor a két képsikot nem tekintjiik atlatszonak.

+ Az egyszerliség és célszerliség kedvéért a Ky képsikot vizszintesnek, a Kp-t
pedig figgélegesnek tekintjiik.

3.1.2. Pont abrazolasa

Ha egy P pont képeit szeretnénk meghatarozni, akkor — a vetités szabalyait

kovetve — a pontot az els6 és a masodik képsikra is mer6legesen vetitjiik (3.2. ab-

— N

ra). Lathatd, hogy a P, P’, P” és P pontok egy téglalapot hataroznak meg. A P'P
—

és P”P egyenesek merdlegesek az x; , tengelyre, igy a rendszer egyesitése utan a

—
rajz sikjaba esé P'P” egyenes meréleges az x; , tengelyre.

Monge-projekcio tovabbi alapfogalmai

A P pont els6 képsikra esé merdleges vetiilete a pont P’ elsé képe (rovi-
den I. kép), a méasodik képsikra es6 merdleges vetiilet a P” masodik kép

—
(réviden I1. kép). A képsikok egyesitése utan keletkezé P’P” egyenes a P
ponthoz tartozé rendezé (vagy rendezéegyenes). A P’P szakaszt a P pont

elsé rendezdjének, a P”P szakaszt a pont masodik rendezdjének nevezziik.
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3.2. abra. Pont abrazolasa Monge-projekcioban

Megjegyzés: A pont els6 rendezdje megmutatja a pont tavolsagat a K, képsiktol,
a masodik rendezdje pedig a pont tavolsagat a Ky képsiktol.

A definicidbeli P pont az elsé térnegyedben van, de felmeriilhet a kérdés:
vajon a tobbi térnegyedbeli pontokat is tudjuk abrazolni? Ha igen, akkor a
képekbdl leolvashato, hogy az adott pont melyik térnegyedben helyezkedik el?
A valasz mind a két kérdésre igenlS. A tér barmely pontjat ra tudjuk vetiteni a
két képsikra — ez alapvet6 elvaras egy vetitési rendszert6l. A pont két képének
rendez6én vald elhelyezkedése egyértelmlien megmutatja, hogy az adott pont
melyik térnegyedben van. Ennek megértéséhez segitség a 3.3. abra.

Tudjuk, hogy a két képsik egyesitésekor a Ky negativ részével esik egybe a K,
pozitiv része, és Ky pozitiv részére a K, negativ része fordul. A Q ponta II. térne-
gyedben van, ezért a Q" a K képsik negativ, Q" a I, pozitiv részére illeszkedik —
ezért a rajz sikjaban mindkét képe az x; , tengely f6l6tt helyezkedik el. Az R pont
II1. térnegyedbeli, ezért az R’ az x; , folétt, R” x; , alatt van. Végil, az S pont a
IV. térnegyed egy pontja, igy képei az x; , ala keriilnek.



3.1. A MONGE-PROJEKCIO ALAPJAI, PONT ABRAZOLASA

FEJEZET 3. A MONGE-PROJEKCIO ALAPJAI

3.3. abra. Kul6nb6z6 térnegyedben 1év6 pontok

3.1.3. Specialis helyzetii pontok

Az el6z6 fejezetben 4ltalanos helyzetli pontokat abrazoltunk. Erdekes képeket
kapunk, ha valamelyik képsikban fekvé pontokat abrazoljuk (3.4. abra).

Az A pont benne van a K; képsikban (A € K;), ezért az A” masodik kép az
x1,, tengelyen van (A’ nem bir speciélis tulajdonsaggal). Ez azt jelenti, hogy az
A pont masodik rendezéjének hossza 0, azaz e pont K;-t6l vald tavolsaga 0.
Epp ezt varjuk el egy pont képeitSl: mutassanak ra egyértelmtien, hogy az adott
pont hol helyezedik el a térben. Hasonloképp, a B pont K, képsikbeli pont, ezért
itt a B’ elsé kép az, amelyik x p-re illeszkedik. A C éppen az x;, egyenesre
esik, azaz benne van mindkét képsikban, ezért mindkét képe az x; , tengelyen van.

Megjegyzés: Erdemes mar most észrevenni, hogy ha egy megallapitast tesziink
az els6 vagy a masodik képre, akkor ugyanolyan allitast megfogalmazhatunk a
masik képre is. A képsikbeli pontok esetében, a K;-beli pontok masodik, a K-
beli pontok els6 képe volt specialis helyzet.

3.4. abra. Specialis helyzett pontok

3.1.4. Fedépontok, lathatosag

Az objektumok elsé képe tulajdonképpen egy feliilnézet, mig a masodik
kép elolnézetnek tekintheté — igy természetesen felmeriilhet a kérdés, hogy az
adott iranyokbodl mely részletek lathatok, és melyek vannak takarasban. Ezt
lathatosagnak nevezziik, és lényege az egymast fedé pontok sorrendjének
helyes megallapitasa. A késébbi fejezetekben a feladatok megoldasat a lathatésag
megallapitasaval zarjuk le. (Részletesen lasd a 4.3. fejezetet.)

Fed6pontok (fedépontpar)

A 3.5. abran lathat6 A és B pontok elsé fedépontok, mivel az els6 képeik egy-
beesnek. A P és Q pontok méasodik képei azonosak, ezért P és Q madsodik
fedépontok. Az ilyen a pontparokat roviden fedépontparoknak nevezziik.

Az A és B pontok esetében az A pont magasabban van, mint a B. Ezért az A pont
latszik az els6 képen (felillnézetb6l). Ez, a térbeli abrat figyelmen kiviil hagyva,
magarol a rajzrol is leolvashaté: az A pont masodik rendezéje nagyobb, mint a B
ponté, azaz az A pont tavolabb van a K képsiktol.
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3.1. A MONGE-PROJEKCIO ALAPJAI PONT ABRAZOLASA

B P.Q
X2
A’B Q
%

3.5. abra. Fed6pontok

A P és Q pontokat megvizsgalva, a P pont van messzebb a K, képsiktol. Ezért
a masodik képen (elolnézetbdl) a P pont latszik, a Q nem. A rajzrdl szintén a ren-
dez6k hosszanak kiilonbségét kell leolvasni. (Az A és B pont mindegyike latszik a
masodik képen; a P és Q is egyarant lathat6 az els6 képen.)

3.1.5. Gyakorlo feladatok

1. Abrazolja Monge-projekcidban a kovetkezé pontokat:

(a) KC; folott 3 cm-rel, KOy el6tt 5 cm-rel van (I. térnegyedbeli);
(b
(c

(d) K alatt 5 cm-rel, K, el6tt 2 cm-rel van (I'V. térnegyedbeli)!

)
) Ky folott 2 cm-rel, ) mogott 3 cm-rel van (I1. térnegyedbeli);

) K alatt 4 cm-rel, K, mogott 1 cm-rel van (I11. térnegyedbeli);

)

2. Abrazoljon Monge-projekciéban mindegyik térnegyedben(!) olyan pontot,

amely mindkét képsiktol egyenlé tavolsagra van! Mit tapasztal a pontok ké-
peit abrazolva?

Megjegyzés: A fenti pontok két sikon helyezkednek el, az S sik neve szimmet-
riasik, az £ sik neve egybeesési (vagy koincidencia-)sik (3.6. abra).
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3.6. abra. Szimmetria- és koincidenciasik

3. A 3.7. dbran egy olyan csonkolt kockat lat, amelynek eltavolitottuk az egy-
nyolcadat. Fed6pontok segitségével allapitsa meg, hogy mely pontok latsza-
nak felil- és eldlnézetbdl, majd rajzolja be a hianyzo6 lathato szakaszokat!
(Megoldas a 3.7. 4bran.)

I'N” K.y LM

E'H oF'G

D BCY,
N,D’ M,C’
ILH s 7.G

EA KF LB’

3.7. abra. Csonkolt kocka



3.2. EGYENES ABRAZOLASA

FEJEZET 3. A MONGE-PROJEKCIO ALAPJAI

I'N” K.y LM

B H G

D" BT

N.D’ M,C
ILH 1.6’

EA’ K.F LB

3.8. abra. Csonkolt kocka lathatosaga

3.2. Egyenes abrazolasa

A Monge-projekcio egyenestarto leképezés, ezért egy altalanos helyzet(i egye-
nes képe (két) egyenes. Azonban tudjuk (lasd 2.1. fejezet), hogy ez a vetités nem
tavolsagtarto, ezért — néhany specialis esetet kivéve — egy egyenesen 1év szakasz
hosszat nem tudjuk leolvasni a képekbdl. (A késébbiekben megismeriink néhany
modszert egy szakasz hosszanak meghatarozasara: 5.2.1. fejezet és 8.2.1. fejezet)

3.2.1. Egyenes képei

Egy egyenest két pontja egyértelmiien meghatarozza — és mivel ugyanez képe-
ire is teljestl, az egyenes abrazolhat6 két pontja segitségével.

Egyenes abrazolasa két pontjaval

Adottak a P és Q pontok képeikkel. Abrazoljuk az e = I(D_Q> egyenest!

26

3.9. abra. Két pontjaval adott egyenes képei Monge-projekcidoban

Egyenes képei

>
A 3.9. 4bran az ¢’ = P’Q’ egyenest az e egyenes elsé képének vagy feliilné-

>
zeti képének, a e” = P”(Q” egyenest az e masodik képének vagy elolnézeti
képének nevezziik.

3.10. abra. Egy egyenes képei Monge-projekciéban
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3.2. EGYENES ABRAZOLASA

Lathato, hogy néhany igen specialis esettdl eltekintve, melyeket a 3.2.2. feje-
zetben targyalunk, egy egyenest a két képével is meg tudjuk hatarozni. E két kép
segitségével az egyenes rekonstrualhat6, azaz meg tudjuk allapitani, hogy ponto-
san hol helyezkedik el a térben. Ez kezdetben nehéz feladat, és erés térszemléletet
igényel.

Vannak-e olyan pontok, amelyek segitségével konnyebben el tudjuk képzelni
az egyenes térbeli helyzetét? A valasz igen, példaul egyszerlien dbrazolhatok az
egyenes és a képsikok metszéspontjai (3.10. abra).

Egy egyenes nyompontjai

Azt a pontot, ahol egy e egyenes elmetszi a K; képsikot, az egyenes elsé
nyompontjanak nevezziik és Ny-gyel (néha ,Nj jeloljik); mig a K, képsik-
kal alkotott metszéspontja az N, (esetleg ,N,) masodik nyompontja.

3.11. abra. Egy egyenes nyompontjai

Fontos megjegyzés: A nyompontok a képsikokon barhol elhelyezkedhetnek,
és nem is mindig léteznek (lasd 3.2.2. fejezet).

X
N,
N,
e
” e,
N, Xi12
NZ’\

3.12. abra. Tetsz6leges egyenes és nyompontjai

Egy egyenes legfeljebb harom térnegyeden halad keresztiil, és a nyompontjai-
nal ,valt” térnegyedet. Vegyiik észre, hogy az egyenes két képe mar elarulja, hogy
mely térnegyedek érintettek: a 3.12. &bran lathat6 egyenesnek példaul nincs pontja
aIV. térnegyedben. Az e egyenes két képét tanulmanyozva lathato, az N; nyom-
ponttoél balra es6é pontok elsé képei az x; , felett, mig a masodik képeik az x; ,
alatt helyezkednek el — ez a III. térnegyed pontjait jellemzi. Hasonlé gondolat-
menet alapjan az Ny N, szakasz a II. térnegyedben, az N,-t6l indulé félegyenes
az I. térnegyedben van (3.13. 4bra).
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3.13. abra. Tetszdleges egyenes pontjai a kiillonb6z6 térnegyedekben
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3.2.2. Specialis helyzetii egyenesek

Févonalak

Ha egyenes parhuzamos valamelyik képsikkal, akkor févonalnak nevezzik.
A K1-gyel parhuzamos egyenesek az els6 fé6vonalak (vagy I. févonalak), a

Févonalak képi feltétele

Egy h egyenes akkor és csak akkor elsé févonal (azaz h || K1), ha h” || x; »
(h’ tetsz6leges, 1asd 3.14. bra). Egy v egyenes akkor és csak akkor masodik
fovonal (v || K;), ha v’ || x5 (v” tetsz6leges, lasd 3.15. abra).

K,-vel parhuzamos egyenesek a masodik févonalak (vagy I1. f6vonalak).

Megjegyzések:

« Aképsikkal valo a pairhuzamossag miatt egy els6 f6vonalnak nem létezik elsé
nyompontja, egy masodik fé6vonalnak pedig masodik nyompontja.

« A févonalak természetesen tetszélegesen elnevezhet6k — a h bet(i a horizon-
X, talis (vizszintes), mig a v a vertikalis (fiuggéleges) szora utal.

T
N
N, X
‘;.—_-4<
h I sz
N |
n

3.14. abra. Els6 févonal

”
vN;

« Egy els6 févonal els6 képe, illetve egy masodik f6vonal masodik képe — az
adott képsikkal valé parhuzamossag miatt — valédi nagysagban mutatja az
egyenesen 1évé szakaszok hosszat.

A f6vonalak specialis esetének tekinthet6k az olyan egyenesek, melyek benne
vannak valamely képsikban. A 3.16. 4bran az n; egyenes a Ky, az n, a K, kép-
sikban van. Erdekesség, hogy ekkor a megfelel képek nem csupan parhuzamosak
x12-vel, de egybe is esnek azzal.

”
n,

’
vNi

3.15. abra. Méasodik fé6vonal

n;

3.16. abra. Képsikokban fekvé egyenesek
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Specialis févonalnak mindsil egy x; ,-vel parhuzamos egyenes is. Az ilyen P’ . h”
egyenes mindkét képsikkal parhuzamos, igy egyarant tekinthet6 els6é és masodik i
févonalnak, ezért t’ || x; 5 és t” || x1 5 (3.17. abra).
# 1z
o
v
[ —
t I . X12
ot #
~ 3.18. abra. Adott ponton athaladé f6vonal
\Q . E
t
v

Vetit6egyenesek

3.17. abra. Képsiktengellyel parhuzamos egyenes . . ., L
Ha egy egyenes meréleges valamelyik képsikra, akkor vetitGegyenesnek

(vagy vetitésugarnak) nevezziik. A KC;-re meréleges egyenesek elsé veti-
téegyenesek, a K,-re mer6legesek masodik vetitéegyenesek.
Adott pontot tartalmaz6 févonal felvétele

Adott egy P pont két képével Monge-projekciéban. Vegyiink fel egy olyan
h els6 févonalat, amely athalad a P ponton! (3.18. abra)

A szerkesztés l1épései

Vegyiink fel egy tetszéleges P pontot két képével. Az illeszkedéstartas miatt
P’ illeszkedik h’-re, és P” a h”-n van. Egy els6 févonal I1. képe x; ,-vel
parhuzamos, ezért a h” csak egyféleképpen rajzolhaté meg — a h’ irdnya
tetsz6leges.

A feladatnak végtelen sok megoldasa van, hiszen egy ponton keresztiil vég-

telen sok olyan egyenes huizhat6, amely egy adott sikkal (itt /Iy -gyel) par-
huzamos. 3.19. dbra. Vetitéegyenesek

v
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Vetitéegyenesek képi feltétele
Egy v, egyenes akkor és csak akkor elsé vetitéegyenes (v; LK), hav] pontta

fajul, és v{’ L x; 5. Egy v, egyenes akkor és csak akkor masodik vetitéegyenes

77

(v2LK,), ha v} pontta fajul, és v Lx; 5 . (3.19. 4bra)

Megjegyzések:

« Egy els6 vetitbegyenesnek nem létezik masodik nyompontja, egy masodik
vetitéegyenesnek pedig elsé nyompontja.

« A vetitbegyenesek specialis helyzett f6vonalak.

+ Mivel egy pont két képét egy x; ,-re meréleges rendezd koti dssze, ezért nyil-
vanvalo, hogy a pontta fajult kép egy rendezén van a masik képpel.

« Egy els6 vetitéegyenes I képe, illetve egy méasodik vetitéegyenes 1. képe va-
l6di nagysagban mutatja az egyenesen 1évé szakaszok hosszat.

Ponthoz tartozo vetitéegyenesek

Adott egy P pont két képével. Szerkesszik meg a ponthoz tartozo I. és I1.
vetitéegyenest! (3.20. abra)

v,
VAP
X2
v,
VAP

3.20. abra. Egy pont vetit6egyenesei
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Profilegyenesek

Ha egy egyenes — a kitér6 helyzeteket is beleértve — merdleges az x; , kép-
siktengelyre, profilegyenesnek nevezziik.

3.21. abra. Egy profilegyenes két képe

Profilegyenesek képi feltétele

Egy p egyenes akkor és csak akkor merdleges az x , tengelyre, ha mindkét
képe meréleges az x; ,-re, igy két képe egybeesik. (3.21. abra)

Megjegyzés: A vetitéegyenesek specialis helyzet( profilegyenesek.

Fontos megjegyzés: Az egybeest képek miatt egy profilegyenest a két képébol
nem tudunk a térben rekonstrualni, ezért egy profilegyenest mindig két pontjaval
abrazolunk. Ez a két pont lehet a két nyompont, de barmely méas pont is alkalmas.
Tovabbi pontokat gy tudunk felvenni egy profilegyenesen, ha kihasznaljuk, hogy
a Monge-projekcié aranytarté. A 3.22. abran példaul az AB szakasz felezSpontja-
nak két képe az I. és a II. képen is felez6pont.
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'%
A
e
B
X2 1z
e
A
r B 3.23. abra. Segitség az 1(a) feladathoz
o
3.22. abra. Profilegyenes rekonstrualhaté brézolasa 5. Vegyen fel egy tetszbleges els6é févonalat, majd azon egy 4 cm hosszusaga
szakaszt! Az egyenes melyik képén latja a szakaszt valodi nagysagban és mi-
ért?
3.2.3. Gyakorlo feladatok
y 6. Adjon meg egy olyan elsé vetitéegyenest, amelynek tavolsaga a masodik kép-
1. Adja meg az e egyenes két képét ugy, hogy az egyenesnek ne legyen pontja siktol 5 cm, és az I. és I'V. térnegyedeken halad at!
(2) azI. térnegyedben; 7. Vegyen fel egy tetsz6leges masodik vetitéegyenest, majd abrazolja a masodik

(b) aIl. térnegyedben; nyompontjanak mindkét képét!

I11. té dben!
© a crnegyecben 8. Adott egy profilegyenes két pontjaval. Szerkessze meg a két pont altal meg-

. . , 2y
A feladat els6 részéhez segitséget nytjthat a 3.23. abra. (A satirozott sikrészbe hatarozott szakasz egyik harmadolopontjat!

nem keriilhet az egyenes masodik képe, ugyanis akkor az egyenesnek lenne

olyan pontja, amely els8 térnegyedbeli.) 9. Abrazoljon két pontjaval egy olyan profilegyenest, amely egyuttal a szimmet-

riasikra is illeszkedik! (A szimmetriasik fogalmat lasd a 3.1.5. fejezetben.)

2. Adott egy A pont két képével. Vegyen fel az adott ponton keresztiil egy I1. f6-
vonalat! Hany megoldas van?
3.3. Sik abrazolasa
3. Abrazoljon egy tetszéleges I. févonalat, amely 4 cm-rel a K; képsik felett van!
Egy sik minden pontjat abrazolni gyakorlatilag lehetetlen, hiszen egy siknak
4. Abrazoljon egy tetszéleges I1. févonalat, amely 3 cm-rel a K, képsik el6tt végtelen sok pontja van, ezért pontjainak képei befednék mindkét képsikot. Emiatt
van és a K képsikkal 45°-o0s szoget zar be! egyszer(ibb abrazolasi modszerekhez kell folyamodnunk.
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3.3.1. Sik meghatarozasa Monge-projekcioban

Ismert, hogy egy sikot tobbféleképpen meg lehet hatarozni: harom kiilonb6z6
ponttal, egy metsz6 egyenesparral, egy parhuzamos egyenesparral, vagy egy
ponttal és egy arra nem illeszked6 egyenessel. Ezeket az egyértelmii megadasi
modokat hasznaljuk Monge-projekcidban is.

Egy sik meghatarozasa harom pontjaval Monge-projekcioban

Abrazoljuk az A, B és C pontokkal meghatarozott sikot! (3.24. 4bra)

B’

3.24. abra. Sik megadéasa harom ponttal Monge-projekcioban

A harom pont (A, B, C) egy haromszoget alkot, és egy haromszog mindkét
képe nyilvanvaléan egy-egy haromszog.

Egy sik meghatarozasa metsz6 egyenesparral Monge-projekcioban

Abrazoljuk az e és f metsz6 egyenesekkel meghatarozott sikot! (3.25. abra)
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3.25. abra. Sik megadéasa metsz6 egyenesparral Monge-projekciéban

Fontos megjegyzés: A két metsz6 egyenes metszéspontja a térben az M pont.
Az illeszkedéstartas miatt az elsé képek metszéspontja M’, a masodik képek
metszéspontja M”. Azaz a metszéspont képei éppen a képek metszéspontjai.

Van egy olyan metsz6 egyenespar a sikon, amely specidlis a Monge-féle
abrazolasi rendszerben, és szemléletes képet ad a sik helyzetérol.

Sik nyomvonalai

Egy S sik K képsikkal alkotott metszésvonalat a sik elsé nyomvonalanak
(vagy I. nyomvonalanak), a IC,-vel valé6 metszésvonalat a sik mdsodik
nyomvonalanak (vagy I1. nyomvonalanak) nevezziik. (3.26. abra)
Jelolésiik: ny és n, (vagy: sny és gny)

Megjegyzések:

« Lathatd, hogy a két képsiknak és az adott siknak egy koz6s pontja van — ezért
az ny és n, nyomvonalak az x; ; tengelyen talalkoznak.
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c
n;
A” B
X1z Xi12
n; ol
A
B
3.27. abra. Délt sik
3.26. abra. Sik nyomvonalai
« A nyomvonalak tartalmazzak a sik 6sszes egyenesének nyompontjait. (Lasd 5
a 4.1. fejezetet.) B
A
+ A nyomvonalak specialis helyzett fdvonalak a sikban. (Lasd a 3.2.2. fejezetet.) loke
Egy sik a két képsikhoz képest sokféleképpen allhat a térben. Eléfordul, X1z
hogy felilnézetbdl (azaz az els6 képen) és elolnézetbdl (azaz a masodik képen) o
a sik eltér6 oldalat latjuk, és ezekre a sikallasokra kiilon elnevezéseket hasznalunk.
O
Dot és feszitett sikok A’ B’
Ha egy (nem ,atlatszonak” tekintett) sik ugyanazon oldalat latjuk az elsé 3.28. abra. Feszitett sik
és a masodik képen, akkor a sikot délt siknak, ha ellentétes oldalat latjuk,
akkor feszitett siknak nevezziik. (3.27. abra és 3.28. abra)
Eszrevehetjiik, hogy egy délt sikti hdromszog esetében a két kép koriiljarasi
irdnya azonos, mig egy feszitett siki haromszog két képének koriiljarasi iranya Ha a sik nyomvonalaival adott, akkor a nyomvonalak x; ,-vel bezart szoge segit
ellentétes. Igy egy haromszog két képébsl mar egyértelmiien el tudjuk donteni, eldonteni, hogy a sik délt vagy feszitett: dblt sik esetén mindkét nyomvonal he-
hogy doélt vagy feszitett sikban helyezkedik el. gyesszoget zar be a képsiktengely egyik félegyenesével (3.29. abra); feszitett siknal

az egyik szog hegyesszog, a masik sz6g tompaszog (3.30. abra).
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Fosikok

Egy, a K; képsikkal parhuzamos sikot elsé fésiknak, a K,-vel parhuzamos
sikokat masodik fésiknak neveziink.

X2

|
|
|
|
|
|
N
N L= j\\ n — |
n; | . N,
3.29. abra. Nyomvonalakkal adott délt sik <@$
1
>

3.31. abra. Els6 f6sik

X2

n;

3.30. abra. Nyomvonalakkal adott feszitett sik

\<_———;”—% ~o
1 K’>
3.3.2. Specialis helyzeti sikok ék’ PR

A Ky és K, képsikokhoz vagy az x;, képsiktengelyhez képest specialis
helyzetl sikokat ugy a legegyszer(ibb targyalni, ha a sikokat nyomvonalaikkal
adjuk meg. (A gyakorlé feladatok kozott megtalalhaté a tobbi megadasi mod is.)

3.32. abra. Masodik f6sik
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Fésikok képi feltétele

Egy sik akkor és csak akkor elsé fdsik, ha els6 nyomvonala eltiinik, masodik
nyomvonala pedig x; ,-vel parhuzamos, azaz n, || x; ;. (3.31. abra)

Egy sik akkor és csak akkor masodik f6sik, ha masodik nyomvonala elttinik,
elsé nyomvonala pedig x; ,-vel parhuzamos, azaz n; || x; ;. (3.32. abra)

Fontos megjegyzés: A 3.31. abrardl és a 3.32. abrarol leolvashato, hogy egy
els6 fosik elsé képén a sikot valédi nagysagban latjuk, egy masodik f6sik esetén
pedig a masodik képen latjuk valodi nagysagban a sik minden elemét. Els6 f6siknal
a masodik, a masodik f6siknal pedig az els6é kép egy egyenessé fajul.

Ez azt jelenti, hogy mar a jelenlegi tudasunkkal is képesek vagyunk példaul
egy elsé vagy masodik fésikban fekvé négyzetet rajzolni. A négyzet egyik képe
valédi nagysagt, a masik képe pedig egyetlen (6sszesen 4 pontot tartalmazd)
szakasz. (Lasd a 3.3.3. fejezetet.)

Profilsikok

Egy sikot profilsiknak neveziink, ha meréleges az x; , képsiktengelyre.

P

n;

e

3.33. abra. x1 »-re meréleges sik, avagy egy profilsik

£
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Profilsikok képi feltétele
Egy sik akkor és csak akkor profilsik, ha nyomvonalaira teljesiil, hogy

nplxy, és Ny 1Xxq 7. (3.33. 4bra)

Megjegyzések:

« Lathato, hogy ha egy profilsikra szeretnénk rajzolni, akkor az objektum mind-
két képe egy-egy, az n; = n, nyomvonalakra es6 szakassza/egyenessé valna
— ami nyilvan kevéssé praktikus.

« A profilsikok késébb kapnak kiemelt szerepet, amikor bevezetiink egy tjabb,
un. harmadik képsikot, ami az oldalnézeti képet abrazolja. A profilsikok ekkor
harmadik f6sikok lesznek. (Lasd az 5.1.2. fejezetet.)

Vetitésikok

A K1 képsikra mer6leges sikokat elsé vetitdsikoknak, a K, képsikra mer6-
leges sikokat masodik vetitésikoknak nevezzik.

><
E .
|
= | e X1,z
|
|
N
S
N i}l ny
41 |

3.34. abra. Els6 vetit6sik
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Sik x ,-vel val6é parhuzamossaganak képi feltétele

n Egy sik (a f6sikok kivételével) akkor és csak akkor parhuzamos az x; , ten-
gellyel, ha els6 és masodik nyomvonala is parhuzamos azzal, azaz ny || x; »
X0 és n, || X1,2- (3.36. abra)
[/
n; . n,
3.35. abra. Masodik vetit6sik . X1z
Vetitésikok képi feltétele ' M

Egy sik akkor és csak akkor elsd vetitdsik, ha masodik nyomvonala merdle-

ges x1 p-re (azaz 1, 1 X1 ,), elsé nyomvonala tetsz6leges. (3.34. abra) 3.36. abra. x1,2-vel parhuzamos sik
Egy sik akkor és csak akkor masodik vetitdsik, ha elsé nyomvonala merdle-

ges X1 p-re (azaz 1 L x; ), masodik nyomvonala tetszéleges. (3.35. dbra)

Megjegyzések: 3.3.3. Gyakorlo feladatok

1. Vegyen fel egy ABCD paralelogrammat két képével! A paralelogramma
egyetlen sikra illeszkedik? Ha igen, miért? (Segitség: Parhuzamos egyenesek
képei parhuzamosak.)

« A vetit6sik elnevezést az indokolja, hogy egy altalanos helyzet( egyenest egy
els6 és egy masodik vetitdsik segitségével vetitiink a képsikokra. Ebbél kovet-
kezik, hogy egy vetitésikon 1év6 dsszes alakzat egyik képe egy egyenessé fajul

elsé vetitdsik esetén az els6, masodik vetitésiknal a masodik kép). . , £ , P v .
( P) 2. Adjon meg egy sikot egy h els6 fé6vonal és egy v masodik févonal segitségével!

Mire kell tigyelni a képek felvételekor? (Segitség: A két févonal egy metszd
« A f6sikok specialis helyzet(i vetit6sikok, mig egy profilsik egyszerre tekinthe- egyenespar, lasd 3.37. 4bra.)

t6 els6 és masodik vetitésiknak.

3. Adottegy e és f metszé egyenespar, amelyek megadnak egy sikot. Szerkessze
Erdemes megvizsgalni azokat a sikokat, melyek az x; -vel parhuzamosak. meg a sik mindkét nyomvonalat! (Segitség: A végeredmény a 3.38. abran lat-
hato, amelyen az egyenesek nyompontjai elnevezés nélkiil szerepelnek.)
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3.37. abra. Févonalakkal adott sik

3.38. abra. Sik nyomvonalainak megszerkesztése

4. Vegyen fel egy e és f metsz6 egyenespart ugy, hogy a sikjuk (a) délt (b) fe-
szitett legyen! (Segitség: A feladat megoldasahoz nincs szitkség a nyomvona-
lakra — a két egyenes egy haromszog két oldalegyenesének is tekinthetd.)

5. Vegyen fel egy els6 f6sikot e és f metsz6 egyenesparral!
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10.

Vegyen fel egy masodik f6sikot ABCA haromszoggel!

Vegyen fel egy elsé vetitésikot ABCA haromszoggel!

. Vegyen fel egy masodik vetit6sikot e és f metsz6 egyenesparral!

. Adott egy tetsz6leges e egyenes a térben, ismerjitk mindkét képét. Szerkessze

meg az egyeneshez tartozo elsé és masodik vetitésikok nyomvonalait!

Adott egy els6 fésik. Szerkessze meg egy olyan, a sikban fekvé ABCD négy-
zet képét, amelynek oldalai 3 cm hosszisagiak! Hany megoldas van? Az
A’B’C’D’ els6 kép miért speciélis? Es az A”B”C”D” masodik kép?



4. fejezet

Illeszkedési és metszési feladatok Monge-projekcioban

A Monge-projekci6 bevezet6 fejezetében az alapelemek abrazolasaval ismer-
kedtiink meg. Ahhoz, hogy a ,térben” szerkeszthessiink, szitkségiink van olyan A’-B"
alapszerkesztésekre, amib6l épitkezhetiink: hogyan tudunk egy sikra egy pontot
railleszteni, hogyan kaphatjuk meg egy egyenes és egy sik k6z6s pontjat stb. A ko-
vetkez6kben ezekkel az alapszerkesztésekkel ismerkediink meg. J
A térbeli dbrakat nem minden esetben mutatjuk be, hiszen az a cél, hogy a két A’'=B’
képbdblis el tudjuk képzelni (rekonstrudlni tudjuk) a térbeli viszonyokat. Javasoljuk
a Kedves Olvasonak, hogy gyakorlasképp ezeket az abrakat is készitse el.

4.1. abra. Pontok egybeesése

4.1. Illeszkedés és parhuzamossag Monge-projekcioban

A targyalas soran az 1.1. fejezetben talalhat6 sorrendt6l eltériink, a szerkeszté-

seket az egyszertibbekkel kezdjik. Lathato, hogy két pont akkor és csakis akkor esik egybe, ha mindkét képiik

egybeesik.
4.1.1. Egyszeriibb esetek Pont illesztése egyenesre
Pontok egybeesése Adott egy e egyenes két képével. Abrazoljunk egy olyan E pontot, amely il-
leszkedik e-re (E € e), tovabba egy F pontot, amelyre F ¢ e teljestl! (4.2. ab-
Vegyiink fel harom (A, B és C) pontot Ggy, hogy A = B és A = C! (4.1. bra) ra)
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4.2. abra. Pont illeszkedése egyenesre

Nyilvanvalé, hogy az E pont akkor és csakis akkor illeszkedik az e egyenesre,
ha megfelel6 képeikre is teljesil az illeszkedés: E’ € ¢’ és E” € e” .

Az F pontra vonatkozo képi feltétel is evidens: F’ ¢ e’ vagy F” ¢ ¢”. (A ,vagy”
szocska igen fontos, hiszen ha példaul az F’ rajta lenne e’-n, de az F” nincs az e”’-n,
akkor az F nincs rajta az e egyenesen.)

Egyenesek kolcsonos helyzetének abrazolasa

Adjunk meg Monge-projekcidban négy egyenest (a, b, ¢ és d) Ggy, hogy
ca=b,
- alle,
+ a és d egyenesek metszik egymast: and = M ,

o C és d kitér6 helyzet(iek! (4.3. abra)

A szerkesztés lépései

Erdemes a kit(izott sorrendben haladni.
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4.3. abra. Egyenesek kolcsonds helyzete

1. Ha két egyenes egybeesd, akkor mindkét képitknek egybe kell esni:
a’=b"ésa” =b" .Ezért az a = b egyenes tetsz6legesen felvehetd.

2. A parhuzamossagtartas miatt két egyenes akkor és csak akkor par-

huzamos, ha a megfelel6 képeik parhuzamosak. A ¢ egyenes megraj-
zolasakor csupan arra kell figyelni, hogy a’ || ¢’ és a” || ¢” . Ennek
megfeleléen vegyiink fel egy lehetséges ¢ egyenest (azaz annak két
képét).

3. Két egyenes akkor és csak akkor metsz6, ha a megfelel$ képeik met-

széspontjai egy rendezére illeszkednek — ezek megadjak a térben ta-
lalhaté metszéspont két képét. (Lasd a 3.3.1. fejezet 2. példajat.)

(a) A d egyenes egyik képét, példaul d’-t, tetszolegesen felvehetjik.
(b
(c

(d) Az M’-hoz tartozo6 rendezé elmetszi az a egyenes masodik képét,
igy kapjuk az M” méasodik képet.

A d’ metszéspontja az a’-vel az M’ pont.
Erre az M’-re rendez6t illesztiink.

)
)
)
)

() A d” masodik képnek at kell mennie az M”'-n (hiszen igy lesz
metsz6 a és d), egyéb megkotés nincs.



4.1. ILLESZKEDES ES PARHUZAMOSSAG MONGE-PROJEKCIOBAN

FEJEZET 4. ILLESZKEDESI ES METSZESI FELADATOK MONGE-PROJEKCIOBAN

4. Végil egy, a c egyeneshez kitér6 helyzetl egyenest kell felvenniink —

de a feladat szerint ez a kitér6 egyenes éppen az el6bbi d egyenes. El-
lendrizzik tehat, hogy c és d kitér6ek-e — ha nem, akkor d valamelyik
képének iranyan modositani kell.
Ez mindGssze abbdl all, hogy ellendrizziik, hogy ¢ és d egyenesek els6
képeinek metszéspontja (K’) és masodik képeinek metszéspontja (K”)
ugyanannak a pontnak a két képe-e. A 4.3. 4bran e két pont nem hata-
roz meg a térben egy pontot, mivel nincs k6z6s rendezéegyenesiik —
azaz c és d kitér6 helyzetd.

A kovetkez6 példa két sik parhuzamossagarol szol. Az egyszerliség kedvéért a
sikokat nyomvonalakkal adjuk meg.

Két sik parhuzamossaga

Adott egy «a sik nyomvonalaival. Vegyiink fel egy § sikot, amely egybeesik
a-val, valamint egy y sikot ugy, hogy « || y teljestiljon! (4.4. abra)

anz=ﬂ"1

4.4. abra. Parhuzamos sikok

A feladat els6 része egyértelmi: ha felvettik tetszélegesen az a sik nyomvo-
nalait, akkor a  siknak ugyanez a két egyenes a nyomvonala, azaz 4,1y =g 1y €s

allz =p Ny .
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Keét sik akkor és csak akkor parhuzamos, ha van a sikokra illeszkedé egy-egy olyan
metsz6 egyenespar, amelyek megfelel§ elemei paronként parhuzamosak. Az egyenes-
par ez esetben a két nyomvonal — mivel az a sik két nyomvonala mar adott, a y
sik nyomvonalait ugy kell felvenni, hogy a megfelel4 nyomvonalak parhuzamosak
legyenek: 41y || 11 és 413 || )15

4.1.2. Egyenes és sik — illeszkedés és parhuzamossag

Egyenes illesztése harom ponttal adott sikra

Adott egy ABCA haromszog két képével, tovabba egy e egyenes elsé képe.
Szerkessziik meg az e masodik képét uigy, hogy az egyenes illeszkedjen a
haromszog sikjara (azaz e C [A, B, C])! (4.5. abra)

4.5. abra. Haromszog sikjara illeszked6 egyenes

A szerkesztés lépései

A szerkesztés soran a sik ismert szakaszait (egyeneseit) hasznaljuk fel, hogy
a hidnyzo e” képet megkapjuk.
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1. Ha az egyenes benne van az ABCA haromszog sikjaban, akkor az e- A iyt LEpEs — dhimuie o

nek és az ABCA-nek legfeljebb két koz0s pontja van. Az els6 keprél A szerkesztés gyakorlatilag megegyezik az el6z8 példaban latott Stlettel: itt

—
leolvashat6 a két metszéspont els6 képe: P’ és Q’ (e’ = P’Q"). a masodik képbdl kell kiindulni, a ¢ egyenes az egyeneseket az A és B pon-
tokban metszi. A szerkesztés menetének végiggondolasa (esetleg leirasa) az

2. A P pont illeszkedik az AB szakaszra, ezért P” is illeszkedik A” B” -re. ,
Olvaso6 feladata.

Igy a P’-b8l hizott rendezé kimetszi A”B”-bSl a P” pontot.

3. Hasonloan az eléz6 ponthoz, az e és a BC metszéspontja Q, amely-
nek 6186 képe 6, éS B’C’ metSZéSpontja: Q,. A mé.SOdlk képet a Q/'bél Egyenes illesztése nyomvonalakkal adott sikra
huzott rendez6 metszi ki B”C”-bdl: Q”.

Legyen adott egy sik nyomvonalaival és egy e egyenes elsé képe Monge-
4. Tudjuk azt, hogy a P és Q pontok az e egyenesen is rajta vannak. Emi- projekcioban. Szerkesztend6 az e masodik képe ugy, hogy az egyenes benne
att a P” és Q” egyenese az e egyenes keresett masodik képe, azaz legyen a sikban (e C [117,1,]). (4.7. 4bra)

77 vy 77
e’ =P"Q".

Egyenes illesztése metsz6 egyenesparral adott sikra

Adott egy sik Monge-projekcioban az a és b metsz6 egyenesparral, valamint
egy ¢ egyenes ¢’ masodik képe. Szerkesszitk meg a ¢’ els6 képet ugy, hogy l/
a c egyenes illeszkedjen az adott sikra, azaz ¢ C [a, b]! (4.6. 4bra)

4.7. abra. Nyomvonalakkal megadott sikra illeszked6 egyenes

4.6. abra. Metsz6 egyenespar sikjara illeszked6 egyenes

A szerkesztés soran felhasznaljuk azt a konnyen igazolhato észrevételt, hogy
egy sikbeli egyenes megfelel6 nyompontja illeszkedik a megfelelé nyomvonalra.
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A szerkesztés 1épései

A szerkesztés nem kiillonbozik lényegesen az el6z6 két példaban latottaktol:
az egyenest mar ismert sikbeli egyenesek segitségével illesztjiik ra a sikra.
Itt két egyenest ismeriink a sikbdl: az n; és n, nyomvonalakat.

1. Vegyiik fel tetsz6legesen az [17, 1, ] sikot és az e’ els6 képet.

2. Az egyenes els6 nyompontja illeszkedik az els6 nyomvonalra. Emiatt,
ahol az e’ elmetszi az 71 nyomvonalat, ott van az egyenes elsé nyom-
pontjanak els6 képe: e’ N1y = Ny.

3. Az Nj nyompont a K; képsikban van, ezért a masodik képe az x; ,-re
illeszkedik. Az N/-b6l huzott rendezé kimetszi x1 -b6l az N;'-t.

4.8. abra. Sik és egyenes parhuzamossaga

4. Az e’ elmetszi az x; -t is. Ez a pont az egyenes masodik nyompontja-
nak els6 képe: N (Az N, ugyanis KC)-beli, ezért els6 képe az x; ,-n
van.) A szerkesztés lépései

5. Az N, nyompont mésodik képe egyrészt az N;-b6l huzott rendezén A gyors megoldashoz az el6z6 példa végeredményébdl indulunk ki.
van, masrészt illeszkedik az n, nyomvonalra is. A rendez6 és az n,

1. Vegyuk fel az adott sikot, majd abban szerkesszunk egy tetszéleges s
metszéspontja a keresett N pont. &y ) 24 &

segédegyenest. (Lasd az el6z6 feladatot.)

>
6. Az e egyenes masodik képe az N{’N,’ egyenes (hiszen egy egyenest

2. A segédegyeneshez valasszunk egy tetszbleges, azzal parhuzamos a
két pontja egyértelmilen meghatarozza).

egyenest.

(a) Az a-nak valamelyik képe — példaul az a’ — tetszélegesen felve-

P ) ) ,
Vizsgaljuk meg egy sik és egy egyenes parhuzamossagat. Kozépiskolai tanul- el ey Loy G5 s AT e Lagyen.

manyokbol ismert, hogy egy egyenes akkor és csak akkor parhuzamos egy sikkal, (b) Az a” masodik kép szintén nagy szabadsaggal megvalaszthato,
ha parhuzamos a sik egy egyenesével. de a pArhuzamossagi feltételt figyelni kell: a” || s”.

(c) Ellendrizzik, hogy az a’ és a” képekkel megadott egyenes nem

illeszkedik-e a sikra! A valasz nemleges, mert (példaul) az a egye-
Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziink egy tetszéleges egyenest, nes ;N elsé nyompontja nem illeszkedik a sik ) nyomvonalara,
amely parhuzamos a sikkal (de nem illeszkedik a sikra)! (4.8. abra) igy nem lehet benne a sikban.

Sik és egyenes parhuzamossaga
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4.1.3. A sik specialis egyenesei

Egy tetszbleges sikon vannak kitiintetett szerepli egyenesek. Kett6vel, a két
nyomvonallal, mar megismerkedtiink. Latni fogjuk, hogy a nyomvonalak a sik spe-
cialis helyzett fé6vonalai. (Vesd 6ssze a 3.2.2. fejezettel.)

Bar a kovetkezd egyenesek kiilonleges allasuak, de ugyanuigy a sik egyenesei,
ezért a sikra illesztés technikaja valtozatlan.

A sik févonalai

Egy tetszéleges sik elsé févonalan a sikra illeszked6, a Ky képsikkal parhu-
zamos egyenest értink; a sik egy mdsodik févonala a K,-vel parhuzamos,
sikbeli egyenes.

A definiciobdl kovetkezik, hogy a sik elsé févonalai az elsé nyomvonallal, maso-

dik févonalai a masodik nyomvonallal parhuzamosak.

A sik févonalainak képi feltétele

Egy sik egy h egyenese akkor és csak akkor elsé févonala, ha h’ || ny, h” ||
x1,2 és ;N € ny (N, € ny). Egy sik egy v egyenese akkor és csak akkor
masodik févonala, ha v” || ny, v’ || x5 és ,N; € ny (, Ny € ny).

Egy sik egy els6 fé6vonala

Adott egy sik nyomvonalaival. Adjuk meg ennek a siknak egy tetszéleges
h els6 f6vonalat! (4.9. abra)

A szerkesztés lépései

1. Vegyiik fel a tetszéleges sikot, tovabba a keresett h févonal egyik képét.
Legyen ez a ', igy azt ny-gyel parhuzamosan rajzoljuk meg. (Ha h”-
bél indulunk, akkor a h” || x; , feltételt kell teljesiteni.)

4.9. abra. Sik egy els6 févonala

2. A h egy sikbeli egyenes, ezért a N, masodik nyompontja illeszkedik
n,-re; hatdrozzuk meg ezt a pontot.

(a) Ahola h’metsziaz x; ,-t, ott van az egyenes masodik nyompont-
janak els6 képe: ;N.

(b) A nyompont elsé képébél rendezét huzunk.

(c) A rendez6 metszi az 11, nyomvonalat, ez a N, II. képe: ,N}'.

3. Akapott ;N,'-b6l x; ,-vel parhuzamost hiizva a h masodik képét kap-
juk: h”.

Egy sik egy masodik fé6vonala

Adott egy sik nyomvonalaival. Adjuk meg ennek a siknak egy tetszéleges
v masodik f6vonalat! (4.10. abra)
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Az esésvonalak képi feltétele praktikusan azt jelenti, hogy a nyomvonal és az

esésvonal merdlegessége az egyik képen nem torzul, azaz megmarad a 90°-os szog.
Egy sik egy els6 esésvonala
n,
Adott egy sik nyomvonalaival. Vegytnk fel ebben a sikban egy tetsz6leges
e; els6 esésvonalat! (4.11. abra)
V/ /7
N ™ N, ,
‘mn- n, NZ

4.10. abra. Sik egy masodik f6vonala

A szerkesztés lépései — utmutato

A maésodik févonalak szerkesztésénél az el6bb megismert 1épéseket alkal-
mazzuk, csupan a megfelel6 képek ,szerepet cserélnek”. A szerkesztés me-
netének leirasat és végiggondolasat az Olvasora bizzuk.

4.11. abra. Sik egy els6 esésvonala

A sik esésvonalai 2y TRceaBed
A szerkesztés lépései

Ha egy sikbeli egyenes meréleges az els6 nyomvonalra (és igy az Osszes
els6 févonalra), akkor a sik egy elsé esésvonalanak nevezzik; amennyiben
a masodik nyomvonalra (és az §sszes masodik févonalra) meréleges, akkor
a sik egy masodik esésvonalat kapjuk.

Ha az els6 képre vonatkoz6 feltételt teljesitjiik, akkor a szerkesztés tovabbi
része csupan egy egyenes sikra illesztése.

1. A képi feltétel szerint e] 1 11, ezért az e; els6 képét barhol megvalaszt-
hatjuk, ha az mer6leges az n;-re: ej.

A LS GRS el R i (sl e 2. Az e] els6 kép alapjan — felhasznalva, hogy az egyenes benne van a

Egy sikbeli e; egyenes akkor és csak akkor a sik egy elsé esésvonala, ha sikban - a feladat a tovabbiakban az e; egyenes sikra illesztése. (Lasd
ei 1 n,. Egy sikbeli e, egyenes akkor és csak akkor a sik egy méasodik esés- a4.1.2. fejezetbeli ,Egyenes illesztése nyomvonalakkal adott sikra” fel-
vonala, ha e 1 n,. adatot.)
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Egy sik egy masodik esésvonala

Adott egy sik nyomvonalaival. Vegyink fel ebben a sikban egy tetsz6leges
e, masodik esésvonalat! (4.12. 4bra)

4.12. abra. Sik egy masodik esésvonala

A szerkesztés lépései — utmutato

A feladat megoldasa — a megfelel6 képek szerepeinek felcserélésével — az
el6z6hoz hasonlo.

Megjegyzések:

+ A képi feltétel azért igaz, mert az e;-hez tartozo elsé vetitdsik merdleges n-
re. (Az e; Lny, és az egyenes barmely pontjat — pl. N,-t — vetitd egyenes is
merdleges ny-re. Ha pedig a vetit6sik két egyenese meréleges ny-re, akkor
a vetit6sik minden egyenese merdleges 1y -re. Ezért ] 1 n;.) Hasonloan, egy
masodik esésvonalra: [ey, e)] Ln; teljesill, igy €5 1 n, is igaz.

« Az eddigiekbdl nyilvanvald, hogy egy tetszéleges siknak végtelen sok el-
s6/masodik f6- vagy esésvonala van. A sik minden pontjan athalad egy els6
févonal, egy els6 esésvonal, egy masodik f6vonal és egy masodik esésvonal.
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« A f6- és esésvonalakat a nyomvonalak segitségével definialtuk. Ha nem allnak
rendelkezésre a nyomvonalak, akkor a f6vonalak (mivel azok parhuzamosak
a nyomvonalakkal) veszik at a szerepiiket.

Harom ponttal adott sik f6- és esésvonala

Adott egy sik az ABCA haromszoggel. Szerkessziik meg az A ponton ke-
resztil a sik h elsé févonalat, majd a C-n keresztiil az e elsé esésvonalat!
(4.13. abra)

B’

4.13. abra. Egy sik els6 {6- és esésvonala

A szerkesztés 1épései — utmutatd

A feladat a f6- és esésvonal definicidja, tovabba a 4.1.2. fejezet els6 példaja
alapjan megszerkeszthet6. E16szor adjuk meg példaul a h els6 fé6vonalat a H
pont segitségével. Ezutan — felhasznalva, hogy a h févonal parhuzamos az
abran nem lathat6 7, nyomvonallal — az ¢’ merdleges a h’-ra. Az e masodik
képét az E ponttal szerkeszthetjiik meg.
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A feladat akkor is megoldhato, ha h nem metszi a hdromszog oldalait mint
szakaszokat. Egyszertien hosszabbitsuk meg a haromszog megfelel olda-
lait, majd az oldalegyenesekkel mar biztosan talalunk metszéspontokat.

4.1.4. Pont és sik — illeszkedés

Az illeszkedési feladatok ,legnehezebb” tipusa, amikor egy sikon szeretnénk
egy pontot abrazolni. A feladatokat egyenes sikra illesztésére vezetjik vissza.

Pont felvétele haromszoggel adott sikon

Adottak az A, B és C pontok képeikkel Monge-projekciéban. Szerkessziink
tetszéleges D pontot, amely illeszkedik az ABCA sikjara! (4.14. abra)

4.14. abra. Haromszog sikjaban egy tjabb pont felvétele

A szerkesztés lépései

Mivel harom pont egyértelmien meghataroz egy sikot, ezért egy negyedik
sikbeli pont képe nem vehet? fel tetszélegesen, azt szerkeszteni kell.
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1. Akeresett D pont egyik képe tetszélegesen kijelolhetd, legyen eza D”
masodik kép.

2. A D-t a haromszog ismert pontjaival szeretnénk ,kapcsolatba hozni”,

hiszen az ABCA sikjaban lesz benne a D pont. Kossiik tehat dssze a
g

D-t az A-val, igy kapjuk az s = AD segédegyenest, amely biztosan

benne van a sikban. Jelenleg az s masodik képét tudjuk meghatarozni:
—>

SN — A/ID/I
3. Meghatarozzuk az s els6 képét.

(a) Az s egyenes elmetszi a BC szakaszt egy S pontban, ennek a
maésodik képe kijelolhets: s” N B”C” = S”.

(b) Az S”-b6l hizott rendez6 — az illeszkedéstartas miatt — a B’C’
elsé képbol kimetszi az S” els6 képet.

P , Lo Y
(c) Az s egyenes els6 képe: s = A’S’.

4. A D pont rajta van az s egyenesen, ezért D’ rajta van s’-n. A D”-bél
huzott rendez6 kimetszi s’-b6l a hianyzo D’ els6 képet.

A D pontot tehat egy segédegyenessel illesztettiik a haromszog sikjara. Ez az
Otlet egyszeri térgeometriai gondolat, amely fiiggetlen a vetitési rendszert6l (itt a
Monge-projekciétol), és akkor is alkalmazhato, ha a sik mas modon van megadva.

Pont felvétele metsz6 egyenesparral adott sikon

Adott egy sik a és b metsz6 egyenesekkel Monge-projekcioban, valamint
egy P pont els6 képe. Szerkessziik meg a P”” masodik képet ugy, hogy a P
pont benne legyen az adott sikban! (4.15. 4bra)
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4.1. ILLESZKEDES ES PARHUZAMOSSAG MONGE-PROJEKCIOBAN

4.15. abra. Metsz6 egyenespar sikjaban egy Gjabb pont felvétele

A szerkesztés lépései — utmutato

A szerkesztés ugyanugy egy tetszbleges, sikbeli segédegyenest hasznal,
mint az el6z6 feladat: P-n keresztiil egy s segédegyenest vesziink fel, amely
mindkét adott egyenest metszi. A megoldas soran az elsé képekbdl indu-
lunk ki. (A két egyenes metsz6, igy létezik az M metszéspont.)

A valasztott, tetsz6leges segédegyenes lehet akar a sik specialis egyenese is.

Pont felvétele nyomvonalaival adott sikon

Adott egy sik nyomvonalaival. Vegyiink fel ebben a sikban egy tetszéleges
P pontot! (4.16. abra)

A szerkesztés lépései — utmutatod

A P pont egyik képét tetszélegesen felvehetjiik. Ha példaul a P’ tetsz6leges,
akkor azon keresztill egy tetszbleges, sikbeli egyenest kell felvenni, majd
arra kell a pontot is railleszteni. A példaban a ,tetsz6leges” egyenes a sik
P-n athaladé h els6 févonala.
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4.16. abra. Nyomvonalakkal adott sikban egy tjabb pont felvétele

4.1.5. Gyakorl6 feladatok

1.

Adott két metsz6 egyenes Monge-projekcidban. Szerkesszen olyan egyenest,
amely mindkett6t metszi (azaz a harom egyenes egy sikban van)!

Adott két kitér6 egyenes Monge-projekcidban. Szerkesztend$ egy olyan
egyenes, amely mindkét adott egyenest metszi. (Az ilyen egyeneseket transz-
verzalisnak nevezzik.)

. Adott egy a sik metsz6 egyenesparral. Vegyen fel egy olyan sikot, amely par-

huzamos az « sikkal! (Segitség: Két sik parhuzamossagahoz két-két egyene-
sitk parhuzamossaga sziikséges.)

Adott egy sik parhuzamos egyenesparral (a, b), és egy e egyenes masodik

képe. Szerkessze meg az e els6é képét uigy, hogy az egyenes benne legyen az
[a, b] sikban!

Adott egy sik nyomvonalaival, tovabba egy e egyenes masodik képe. Szer-
kesztend6 az e’ els6 kép ugy, hogy az egyenes benne legyen a sikban.

. Adott egy sik metsz6 egyenesparral. Szerkesszen egy, a sikkal parhuzamos

egyenest!

Szerkesszen metsz6 egyenesparral adott sikban egy elsé f6vonalat!
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10.

11.

. Szerkesszen metsz6 egyenesparral adott sikban egy masodik fé6vonalat!

. Adott egy sik egy h els6, és egy v masodik fé6vonalaval. Szerkesszen a sikban

egy elsé esésvonalat!

Adott egy sik egy h els6, és egy v masodik fé6vonalaval. Szerkesszen a sikban
egy masodik esésvonalat!

Adjon meg egy parhuzamos egyenesparral meghatarozott sikban egy tetszo-

t6 fontossagt. Példaul egy ferde tetének és egy antennanak a csatlakozasi pontja
felfoghato egy ferde sik és egy fiiggéleges egyenes doféspontjanak.

A doféspont megszerkesztése egy szép geometriai észrevételen alapul, és nem
pusztan a Monge-projekcidban alkalmazhato6, hanem a kés6bb targyalasra keriil6
axonometridban (9.2.2. fejezet) vagy perspektivaban (10.3.2. fejezet) is. A feladat-
megoldas soran egy olyan segédegyenest hasznalunk, amelynek valamelyik (els6
vagy masodik) képe egybeesik az adott egyenessel, azaz a két egyenes fedésbe
keriil. A most bemutatasra keriill6 modszer neve éppen ezért fedéegyenesparok

leges, a pArhuzamos egyenesekre nem illeszkedd pontot!

12. Adott egy sik egy h els6, és egy v masodik f6vonalaval. Szerkesszen a sikban
egy, a f6vonalakra nem illeszkedé pontot!

13. Adott egy sik nyomvonalaival és egy P pont P” masodik képe.

(a) Szerkessze meg a P’ els6 képet tigy, hogy a pont benne legyen a sikban!

(b) Szerkessze meg a sik P-n athaladé els6 févonalat és els6 esésvonalat!

4.2. Metszési alapfeladatok Monge-projekcioban

A 4.1.1. fejezetben mar targyaltuk két egyenes metszését, ezért két alapfeladat
maradt az illeszkedések és metszések témakorébol: sik és egyenes kozos pontja,
valamint két sik metszésvonala.

Ebben a fejezetben és a kovetkezékben megtapasztalhatjuk, milyen gondolko-
dast kivan az abrazold geometria: egyrészt, alapvetd térbeli ismereteket, olykor
teljesen nyilvanvalo észrevételeket felhasznalva kitalaljuk a megoldast, és a térbeli
sszerkesztést” megvalositjuk a sikban; masrészt, ha egy otletet sikeresen alkalma-
zunk az egyik képre, akkor ,szerepcserével” a masodik képekre is felhasznalhatjuk
ugyanazt.

4.2.1. Sik és egyenes doféspontja

Egy sik és egy egyenes k6z9s pontjat metszéspont helyett gyakran — és az abra-
zol6 geometridban hagyomanyosan — doféspontnak nevezziik. Sik és egyenes do-
féspontjaval minden nap taladlkozhatunk, és a mérnoki tanulmanyokban is alapve-

modszere.

Sikidom (haromszog) és egyenes doféspontja

Adott egy sik az A, B és C pontokkal, valamint egy e egyenes. Szerkesszik
meg az ABC A haromszog(lemez) és az egyenes k6zos pontjat, ha az 1étezik!
(4.17. 4bra)

4.17. abra. Haromszog és egyenes doféspontja
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A szerkesztés 1épései az egyenes elhalad a haromszog mellett. Lehetséges azonban, hogy az [A, B, C]|
(teljes) siknak és az e egyenesnek mar van metszéspontja.

1. Vegyiik fel az ABCA-et (példaul egy délt sikban) és az e-t.

9, Trodklfrle 1) 72 et el 6L Metsz6 egyenesparral adott sik és egyenes doféspontja

Az ¢’ nem csupan az e egyenes elsé képe, hanem végtelen sok masik Adott egy sik az a és b metsz6 egyenesekkel, tovabba egy e egyenes. Szer-
egyenesé is, amelyek kozos els6 vetitdsikban vannak az e-vel. Ezek kesztend6 az [a, b] sik és az e egyenes doféspontja. (4.18. abra)

kozott van egy olyan egyenes, amelynek az els6é képe e’ és(!) benne

van az ABCA sikjaban. Ez az egyenes az f (fed6)egyenes: e’ = f”.

3. Mivel az f benne van a ABCA sikjaban, ezért a haromszoget legfeljebb
két pontban metszi. Ezek a metszéspontok (azaz ezek elsé képei) az
els6 képrol leolvashatdk: P’ (az A’C’-n) és Q’ (a B’C’-n).

4. A P és Q metszéspontok masodik képeit rendez6k segitségével kapjuk.
A P’-bél indulé rendezé metszi az A”C”’-t a P”-ben; hasonléan, a Q’-

b6l hiizott rendezé a B”C”’-t a Q”-ben metszi.
>

Ezzel az f masodik képét megkaptuk: f”/ = P”Q”.

5. Az e és [ egy sikban vannak (kozos az els6 vetit6sikjuk), ezért csak 4.18. abra. Metsz6 egyenesparral adott sik és egy egyenes doféspontja
metsz6k (vagy parhuzamosak) lehetnek. K6z6s pontjuk az els6 képrol

nem olvashaté le az egybeesés miatt, de a masodik képen mar lathato:

7’
D A szerkesztés lépései — utmutato

P . 2 1,4 Y4 ) (4 ’ ’
6. Rendezbvel kapjuk az elsd képet: D" € ¢’ (és D" € f). A feladat megoldasa teljesen hasonld az el6z6hoz. Itt a masodik képbdl in-

7. A most kapott D pont rajta van az e-n (ez evidens), és rajta van az dulunk ki, ezért egy olyan f fed6egyenest valasztunk, amelynek masodik

ABCA-n is, ugyanis a PQ is rajta van az ABCA-n. képe egybeesik e”-vel és benne van az [a, b] sikban. (Lasd 4.1.2. fejezet)

Tovabbi segitség: f Na=Aés f Nb=B.
Ha a D pont az egyenesnek és a haromszognek is pontja, akkor az a (Tov egitseg: f é f )

keresett d6féspont.

Nyomvonalakkal adott sik és egyenes doféspontja
A szerkesztés akkor is hasonlo, ha a méasodik képekb6l indulunk ki.
Legyen adott egy [n7, 11, ] sik nyomvonalaival és egy e egyenes. Szerkessziik

Megjegyzés: A feladat sikidom(!) és egyenes kozds pontjanak meghatérozasat meg a doféspontjukat! (4.19. abra)

kérte. El6fordulhat, hogy az ABCA-nek és az e-nek nincs kozos pontja, mert
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4.19. abra. Nyomvonalakkal adott sik és egy egyenes déféspontja

A szerkesztés 1épései — utmutatd

A szerkesztés kivitelezése ebben az esetben is a fed6egyenesparok modsze-
rével oldhaté meg. Az f olyan egyenes, amelynek - itt példaul — az els6
képe egybeesik az e elsé képével, tovabba az f benne van az [ny,n;] sik-
ban. A megoldas soran f”’-t a nyompontjai segitségével kapjuk meg. (Lasd
a 4.1.2. fejezetet.)

Vannak esetek, amikor a doféspont azonnal, szerkesztés nélkil is leolvashat6.
Elsé vetitosik és egyenes doféspontja
Adott egy els6 vetitdsik és egy tetszbleges egyenes Monge-projekcioban.

Szerkesztend6 a kozos pontjuk. (4.20. abra)

A megoldas igen egyszeri: az elsé vetitésik minden pontjanak elsé képe az 14
nyomvonalara esik, igy a défésponté is — igy n; Ne’ = D’. A D”-t rendez6vel
kapjuk.
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4.20. abra. Vetitésik és egy egyenes doféspontja

4.2.2. Két sik metszésvonala

Két sik metszésvonalanak megszerkesztésére tobb modszer is létezik attol
fuggben, hogy milyen adatokkal vannak megadva a sikok. A kovetkezékben a
két legtipikusabb alapesetet vizsgaljuk meg: mindkét sik nyomvonalakkal, vagy
mindkét sik sikidommal adott.

Nyomvonalakkal adott sikok metszésvonala

Monge-projekciéban adott két sik nyomvonalaikkal: [ny,71,] és [s1,s,].
Szerkesztend6 az m metszésvonaluk mindkét képe. (4.21. abra)

A szerkesztés lépései

A megoldas azon alapul, hogy a metszésvonal egyenesét egyértelmiien
meghatarozza két pontja — legyenek ezek a metszésvonal nyompontjai.
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4.2. METSZESI ALAPFELADATOK MONGE-PROJEKCIOBAN

4.21. abra. Két sik metszésvonala

1. A metszésvonal mindkét siknak eleme, ezért a metszésvonal els6
nyompontja rajta van az 117 és s; elsé nyomvonalakon is: 7; Ns; = N.
A nyompont masodik képe rendezével megkaphato: Ny’

2. Hasonl6an jarunk el a masodik nyompontnal is. A két masodik nyom-
vonal metszéspontja a metszésvonal masodik nyompontja: 11, N's, =
N}’, majd rendez6vel kapjuk a nyompont elsé képét: N;.

3. A nyompontok segitségével megkapjuk a metszésvonal két képét:
N/N. =m’ és N’N” = m”
Ny =m"és N'"N, =m".

Két sikidom metszésvonala

Adott egy ABCA haromszog dolt és egy PQRA haromszog feszitett sikban.
Szerkessziik meg a két sikidom metszésvonalat! (4.22. abra és 4.23. 4bra)
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4.22. abra. Két haromszog metszésvonala a térben

A szerkesztés lépései

Két sikidom metszésvonala egy szakasz. A feladatot visszavezetjiik sik(idom)
és egyenes doféspontjanak szerkesztésére. A metszésvonal ugyanis nem mas,
mint két megfelelé doféspont altal meghatarozott szakasz.

1. Vegyiik fel a két haromszoget tetszdlegesen, iigyelve arra, hogy mind-
két képen legyen a haromszogeknek kozos része. (Ha példaul egymas
mellé vessziik fel a két haromszoget, nem kapnank megoldast.)

2. Valasszuk ki az egyik sikidomot és rogzitsiik, legyen példaul az ABCA
fix. Ezt a haromszoget dofjik el a 1<3‘—Q), <Q—I)Q és PR egyenesek koziil
kett6vel. (Két doféspont ugyanis mar meghatirozza a metszésvonalat
mint teljes egyenest.)
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4.23. abra. Két haromszog metszésvonala

3. Hatarozzuk meg az ABCA ésa % egyenes doféspontjat: M;. (A szer-
kesztést lasd a 4.2.1. fejezetben, a fed6egyenes két pontjat egyszertien
1-gyel és 2-vel jeloltiik.)

<>
4. Hasonldan az el6z6 ponthoz, az ABCA és a QR egyenes doféspontja
az M, pont.

5. Az M, és M, doféspontok az ABCA haromszogben és a PQ, illetve
a QR szakaszokon vannak, ezért az M; M, mindkét haromszégben
benne van. Igy a keresett metszésvonal az M; M, szakasz.

Fontos megjegyzés: A két haromszog teljes sikjainak m metszésvonala tartal-
mazza az M5 és My pontokat is. — Emiatt megszerkeszthettiik volna példaul a BC
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szakasz és a PQRA doféspontjat is. Ebben az esetben azt az eredményt kaptuk
volna, hogy a BC a PQRA-t nem, de annak sikjat mar eldofi az M, pontban.
Ezt az My pontot barmelyik korabban megszerkesztett dofésponttal 6sszekotve,
szintén megkaptuk volna az m metszésvonalat és a rajta 1évé MM, szakaszt.
Ez azt is jelenti, hogy a metszésvonal meghatarozasa nem fiigg attél, hogy me-
lyik szakaszt és melyik sikidomot valasztjuk ki a d6féspontok megszerkesztéséhez.

Megjegyzések:

o A szerkesztésiink helyességét és pontossagat érdemes mindig leellendrizni.
Gyors ellendrzés lehet az, ha felhasznaljuk, hogy a Monge-projekcié arany-
tart6: példaul az AC szakaszon 1év6 M3 ugyanolyan ardnyu osztopont mind-
két képen. (A pontos méréseket mellézve, az M3 ,nagyjabol” az AC szakasz
A-hoz kozelebbi harmadolépontjahoz van kozel a térben és a két képen is.)

+ A megoldasi modszer nem fiigg attol, hogy a sikidomok haromszogek; a szer-
kesztés ugyanigy végrehajthato példaul két sikbeli négyszoggel is.

+ A valdban latvanyos végeredményhez fel kell tiintetni, hogy mely szakaszok
lathatoak és melyek nem; lasd a 4.3. fejezetet.

Két sikidom az el6z6t6] eltéréen is metszheti egymast. Erre mutat példat a ko-
vetkez6 feladat.

Két sikidom metszésvonala — masik verzio

Adott egy ABCA haromszog dolt és egy PQRA haromszog feszitett sikban.
Szerkessziik meg a két sikidom metszésvonalat! (a 4.24. bra)

A szerkesztés 1épései — utmutatd

A megoldas teljesen azonos az el8z6 feladatban latottakkal. A metszésvona-
lat mint szakaszt az ABCANPQ = M; és PQRA N BC = M, déféspontok
hatarozzak meg.
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Q B’

4.24. abra. Két haromszog metszésvonala — szerkesztés

Megjegyzés: Néhany szerkesztés, mint az el6bbi is, nem fiigg az x; , pontos hely-
zetétl, csak annak allasatdl (ami altalaban vizszintes). Ezért bizonyos helyzetek-
ben, ha nem cél a preciz rekonstruélas, akar el is hagyhatjuk az x; , képsiktengelyt.

4.2.3. Gyakorlo feladatok

1.

Adott egy paralelogramma és egy tetszbleges egyenes. Szerkessze meg a d6-
féspontjukat (masodik fedéegyenespart alkalmazva)!

. Adottak az a és b parhuzamos egyenesek, tovabba egy, a sikjukra nem illesz-

ked6 e egyenes. Szerkesztend6é a D = [a, b] N e d6féspont.

. Adott egy sik h els6 és v masodik févonalaval, tovabba egy, a sikra nem il-

leszked§ egyenes. Szerkessze meg a sik és az egyenes k6z6s pontjat!

. Adott egy feszitett sikban fekvé ABCA haromszog és egy e egyenes. Szer-

kessze meg a haromszog és az egyenes doféspontjat!
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10.

11.

12.

Adott egy masodik vetitdsik és egy egyenes. Szerkesztend6 a doféspontjuk.

Vegyen fel egy els6 vetitésikot egy ABC A haromszoggel, valamint egy e egye-
nest! Hatarozza meg a vetit6sik és az egyenes doféspontjat, ha az létezik!

Adott egy haromszog és egy v, masodik vetitéegyenes. Hatarozza meg a do-
féspontot! (Segitség: A masodik vetitéegyenes masodik képe tartalmazza a
doféspont masodik képét is. Az els6é képét ugy szerkesztjitkk meg, hogy a do-
féspont benne legyen a haromszogben.)

Adott egy els6 vetit6sik és egy tetszbleges sik nyomvonalaival. Szerkessze
meg a két sik metszésvonalat! (Segitség: Az els6 vetitésik elsd képe egyuttal
a metszésvonal els6 képe is. A metszésvonal masodik képét megkapjuk, ha a
metszésvonalat a masik sikra illesztjik.)

. Vegyen fel egy dolt sikban fekvé paralelogrammat és egy feszitett sikban 1évé

haromszoget! Szerkesztend6 a metszésvonaluk.

Adott a 4.25. dbran lathat6 dolt siki haromszog és feszitett sikban fekvé pa-
ralelogramma. Szerkesztend6 a metszésvonal.

A paralelogramma a valosagban egy téglalap. Miért? (Segitség: Az j@ egy

—
els6 févonal, az AD egy azt metsz6 els6 esésvonal. Lasd a 4.1.3. fejezetet.)

(nehéz feladat) Adott a 4.26. abran lathato feszitett siki lyukas haromszog és
egy dolt sikbeli paralelogramma. Szerkessze meg a metszésvonalat igyelve az
XYZA lyukra! Mutassa meg, hogy az XY ZA illeszkedik a PQRA haromszog
sikjara! (Segitség: Példaul az X7 egyenes két létez6 pontban metszi a PQRA-
et.)

(nehéz feladat) Adott egy sik nyomvonalaival és egy ABCA haromszog. Szer-
kesztend6 az adott sik metszésvonala az adott haromszoggel (mint sikkal).
(Segitség: A haromszog egyeneseivel kell a nyomvonalakkal adott sikot dof-
ni. Masik megoldas lehet, ha meghatarozzuk a haromszog sikjanak nyomvo-
nalait, és a nyomvonalakkal adott sikok metszésvonalat szerkesztjiik meg.)
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R

o

4.25. abra. Haromszog és paralelogramma metszésvonala — abrafelvétel 4.26. abra. Lyukas haromszog és paralelogramma metszésvonala — abrafelvétel
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DQ'

4.27. abra. Haromszog és paralelogramma metszésvonala — 10. feladat megoldasa 4.28. abra. Lyukas haromszog és paralelogramma metszésvonala — 11. feladat megoldasa
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4.3. Objektumok lathatosaga

Az abrazol6 geometria egyik f6 célja a szemléltetés. A szerkesztés soran megka-
pott eredményrél, az objektumok elhelyezkedésérél szeretnénk szemléletes képet
kapni. Ezért meg kell allapitanunk, hogy a két képen — azaz feliil- és el6lnézetben
— mely térelemek lathatoak és melyek vannak takarasban.

4.3.1. Egyszeri alakzatok lathatosagi viszonyai

A lathat6 és takarasban 1év6 pontokrol mar esett sz6 korabban, a fedépontokrol
sz616 3.1.4. fejezetben.

Egyenesek lathatosaga

Adott két kitér6 egyenes Monge-projekcioban. Hatarozzuk meg a lathato-
sagi viszonyokat mindkét képen! (4.29. abra)

4.29. abra. Egyenesek lathatésaga Monge-projekcioban
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A szerkesztés l1épései

A két képen kiilon-kilon kell megallapitani, hogy mi latszik és mi marad
takarasban.
Kezdjiik példaul a feliilnézettel, azaz az elsé képpel.

1. A két egyenes csak az E{ = F| pontparban takarja egymast (E; € e,
Fi € f). A kérdés az, hogy az (E, Fy) els6 feddpontpar melyik eleme
van magasabban.

2. Ha rendez6t hiizunk az E| = F] els6 képbol, akkor megkapjuk az E7’
és F{" masodik képeket.

3. Az E{ tavolsaga az x; »-t6] nagyobb, mint az F|’ tavolsaga (az x; ,-t6l)
- ez azt jelenti, hogy az E; pont van magasabban. Ezért az els6 képen
az E; takarja F;-et, tehat azon a részen az e egyenes latszik.

Hasonldan jarunk el az el6lnézetnél (a masodik képnél). Itt az (E,, Fp)
masodik fedépontpart vizsgalva azt tapasztaljuk, hogy az F, tavolabb van
a ICp képsiktdl, mint az E,. Ezért a méasodik képen (a fedésben 1év részen)
az f egyenes latszik.

Erdekessége a lathatosag megallapitisanak, hogy az elsé kép lathatosagi
viszonyaihoz a masodik képet kellett segitségiil hivni, és forditva.

Az el6z6 fejezet egyik példajan bemutatjuk egy kész abra lathatésag szerinti
teljes abrazolasat.

Lathatosag meghatarozasa

Adott két haromszog (mint nem atlatsz6 siklapok) és a megszerkesztett
metszésvonaluk. Huzzuk ki az abrat lathatosag szerint mindkét képen!
(4.31. abra) (A metszésvonal szerkesztését lasd a 4.2.2. fejezet els6 felada-
taban.)
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X2 Xi2

4.30. abra. Haromszogek metszésvonala — fedépontparok keresése 4.31. abra. Haromszogek metszésvonala — lathat6saggal
£ Sl 55 L pe el () A méasodik képekrél leolvashatd, hogy az S; pont magasabban
A lathatosag megallapitisanal mindegy, hogy melyik képpel kezdjiik és van, mint az Fy — ezért az els kepen Sy latszik.
azon beliil mely pontpéarokkal. Evidens, hogy mindkét képen a két harom- (d) Ha latszik az S; az els6 képen, akkor a teljes M;Q szakasz is
sz0g mindegyik csucspontja lathaté. Tovabba, az M; M, mindkét harom- latszik. (M, és Q is lathat6 az els6 képen, és nincs mas objektum,
szognek eleme, ezért a metszésvonal latszik mindkét képen. Csak az egymast ami erre a szakaszra ratakarna.)
fed6 szakaszok feddpontparjairol kell donteniink. o o — — ;
Tekintsiink egy-egy példat az elsé, illetve a masodik képen. 2. A mésodik képen tekintsitk a F, € AB és S, € PQ mésodik fedépon-

tokat.
1. Azelsé képen F; € AB és S; € PQ els6 fedspontok.
(a) F; =S/, hiszen a két pont masodik fedépontpar.

(a) Az Fy és S els6 fedépontok, azaz F] = S. (b) Rendezével: F} és S},

(b) Rendezével kapjuk — a megfelel6 szakaszokra illesztve — a pontok
masodik képeit: F{" és 57
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Megjegyzés: Jo térlatassal nincs szitkség arra, hogy minden egyes fedépontpar
esetén eldontsitk mi lathat6 és mi nem. Elegendé mindkét képen egy-egy fed6-
pontpart megvizsgalni, azutan a vetiileteket mar helyesen ki lehet huzni.

(c) A pontok els6 képei megmutatjak, hogy az F, pont tavolabb van
a masodik képsiktol, mint az S,, ezért a masodik képen az F,
latszik.

(d) Az A pont és az F, is latszik a masodik képen, ezért az A-bol
indul6 szakaszrész biztosan lathat6 elolnézetben. (S6t, a szakasz 4.3.2. Gyakorlé feladatok
egészen a B végpontig latszik, hiszen az AB-n nincs a metszésvo-
nalnak pontja. Ez egy igen logikus észrevétel, amely térszemlélet
nélkiill megallapithato; de leellendrizhet6 egy masik, masodik fe-
dépontparral.)

Allapitsa meg a lathatosagi viszonyokat a 4.24. abran, 4.27. abran és 4.28. abran,
majd huzza ki azokat lathat6sag szerint!

A tobbi fed6pontparnal is hasonléan jarunk el.

Az 0Osszes megfeleld pontparnal eldontve a lathatdésagot, a végeredményt
a 4.32. abra mutatja.

X1z 4.33. dbra. A harom feladat végeredménye

4.4. Kiegészités — Transzverzalis szerkesztések

o A miszaki életben igen sok matematikai ismeret keriil alkalmazasra, és az els6

pillantasra csak elméleti szépséggel biré objektumokrol kideriil, hogy gyakorlati
4.32. abra. Haromszogek metszésvonala - végeredmény hasznuk is van. Ilyenek a transzverzialisok is, amelyeket példaul a banyaszatban,
aknak és alagutak tervezésekor alkalmaznak.

A
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Transzverzalis

Két (vagy tobb) kitéré egyenes egy-egy pontjat 6sszekoté egyenest a két
egyenes transzverzalisanak nevezzik.

A leggyakoribb transzverzalisok:

« adott ponton athaladd transzverzalis

« adott irannyal (egyenessel) pArhuzamos transzverzalis

« normaltranszverzalis: a két adott kitéré egyenesre meréleges transzverzalis
(két egyenes kozotti szakasz hossza, a két kitér6 egyenes tavolsaga).

4.34. abra. Adott ponton atmend transzverzalis

Jelenlegi tudasunkkal az els6 ketté6t mar meg tudjuk szerkeszteni, a normal-
transzverzalis szerkesztését lasd a 8.4. fejezetben.

Adott ponton atmend transzverzalis
barmilyen lehet; ha e-vel parhuzamost htizunk P-n keresztiil, akkor

Adott az e és az f kitérd egyenes, tovabba egy, az egyenesekre nem illesz- biztosan sikbeli egyenest kapunk: . (Azaz: €’ || ¢’ és " || )

ked6 P pont. Szerkessziik meg azt az egyenest, amely athalad a P ponton
és metszi mindkét adott egyenest! (4.34. abra) 2. Metsszik el a [P, e] sikot az f egyenessel. (A szerkesztés ismert, lasd a
4.2.1. fejezetet.) Itt az f-hez egy els6 fed6egyenest valasztottunk, ame-

A\ v I ol lyet az 1-es és 2-es pont feszit fel a sikon. A d6féspont az F pont.

P4 2 .
Miel6tt a konkrét szerkesztést elvégeznénk, ,tervezziik meg” térben a fel- 3. APF egyenes mar a keresett trar%§zyerzalls:: £ A s?erkes,ztef akkor
adat megoldasat. Olyan egyenest keresiink, amely P-n athaladva, mindkét [POIIHES <& h,el,yes,”ha"a }f-nek Var}’ koz6s pontja e-vel is, az abran az E
egyenest metszi. Ezért a keresett f transzverzalis biztosan benne van (példa- pont. (Az E” és E” kbz6s rendez6n van.)

ul) a [P, e] sikban, ugyanis a P-t és az e egy pontjat tartalmazza. A keresett
egyenesnek azonban van egy kozos pontja f-fel is; ez a pont csak az f ésa
[P, e] sik doféspontja lehet.

A szerkesztés ezért a kovetkezd 1épésekbdl épitjik fel: meghatarozzuk a
[P, e] sikot; eldofjik az f-fel; végil kijeloljik a transzverzalist.

Lathato, hogy az e és f egyenesek szerepe felcserélhetd.

Adott irannyal parhuzamos transzverzalis

Adottak e és f kitérd egyenesek, valamint egy i irany. Szerkessziik meg az

Ll Srer cesemmtals ey sepEdiagyenest a 1)) sl arort [fogy Lestith, o e és f egyenesek i-vel parhuzamos transzverzalisat! (4.35. abra)

f -fel alkotott d6féspontot meg tudjuk szerkeszteni. Ez a segédegyenes
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3. Hiizzunk parhuzamost i-vel (vagy i-sal) az E pontba: t || i || i. Ez a t
parhuzamos tartalmazza az e egy pontjat (magat az E-t), és — mivel
kozos sikban (az [ f,i]-ban) van f-fel — metszi f-et is. A t a keresett,
adott irdnnyal parhuzamos transzverzalis egyenes. A szerkesztés ak-
kor helyes és pontos, ha t valéban metszi f-et (az F pontban).

A szerkesztés most sem fiiggott attol, hogy elészor az f egyenest valasztjuk
ki és a sikot e-vel dofjik, vagy forditva jarunk el.

4.35. abra. Adott irdnnyal parhuzamos transzverzalis

A szerkesztés lépései

Ebben az esetben is el6szor térben kell végiggondolni a szerkesztést. A ke-
resett t transzverzalis metszi (példaul) az f egyenest és parhuzamos i-vel.
Ez azt jelenti, hogy t benne van egy olyan, i-vel pArhuzamos sikban, amely
f-et tartalmazza. (Ezt a sikot egy, az i-vel parhuzamos i segédegyenessel
hatarozzuk meg: [f,i].) Ezt a sikot eldofjiik az e egyenessel, és egy E do-
féspontot kapunk. Végill, az E-be i-vel parhuzamost huzunk, ez az egyenes
benne van az [f, ] sikban (hiszen i || i), igy metszi f-et is. Ezzel egy olyan
egyeneshez jutunk, amely metszi e-t (E-ben), metszi f-et és parhuzamos
i-vel — ez a keresett transzverzalis.

A konkrét, technikai kivitelezés a kovetkezéképpen torténhet.

1. Valasszunk ki az f egyenesen egy tetszbleges S segédpontot, majd
huzzunk parhuzamost S-be i-vel: i i ési ||i”.

2. Hatarozzuk megaz [ f ,1] sik és az e egyenes doféspontjat (a mar ismert
szerkesztéssel): E (E’, E”).
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5. fejezet

Képsiktranszformacio

Képsiktranszformacié alkalmazasa soran a két képsik kozil az egyiket el-
hagyjuk, majd egy 4j, a megmaradt képsikra mer6leges képsikot vezetiink be. Az j
képsiknak két célja lehet: az dbrazolandé objektumrol altalanosabb képet szeret-
nénk kapni, vagy éppen ellenkez6leg, egy specialisabb kép létrehozasa a cél.

5.1. Uj képsikok bevezetése

Egy 4j képsik alkalmazasa soran az els6 és a masodik képsikot is el lehet hagy-
ni. A gyakorlati életben altalaban az elsé képsikot 6rizzitk meg: példaul egy épii-
letr6l, amely a talajon (azaz az elsé képsikon) all, szeretnénk egy masik nézetet
megszerkeszteni. Ezért a I1. képsik helyett egy 0j képsikot vesziink fel. A mive-
letet tobbszor is meg lehet ismételni. Egy 0j képsik bevezetése utan elhagyjuk a
LLégi” képsikot, majd ismét alkalmazhatunk egy 4j képsikot egy korabbi képsik
megsziintetésével.

A képsikokat szamozzuk, egy tetsz6leges 1j képsik a rendszertink negyedik kép-
sikja lesz, jelolése: Ky vagy I'V. képsik. A szamozas szokatlannak tiinik, hiszen két
képsik utan a harmadik kovetkezne. Ezt az elnevezést fenntartjuk arra az esetre, ha
az Uj képsik mindkét eredeti képsikra meréleges, azaz profilsik — ekkor nevezzik
az Uj képsikot harmadik képsiknak.

Az 1j képsikok bevezetését egy pont segitségével mutatjuk be.
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5.1.1. Pont transzformacioja

Tekintstink egy tetszbleges P pontot. Ha 1j képsikokat alkalmazunk, akkor a P
pontnak is 4j képei keletkeznek (negyedik, 6todik stb. képek). Az 4j képeket ro-
mai szamokkal vagy zarojeles arab szamokkal jelélhetjiik: PTV vagy P4, A régi”
képeket elmarado képeknek nevezziik. Ekkor azt mondjuk, hogy a P pontot transz-
formaljuk. (Ez a klasszikus elnevezés megtéveszté lehet: a P pont nem mozdul el a
térben, csupan 0j képeit hatarozzuk meg.)

Pont transzformacioja
Vezessiink be egy tetszbleges negyedik képsikot a K, képsik, majd egy 6t6-

dik képsikot a Ky elhagyasaval. Szerkessziik meg egy tetsz6leges P pont 0j
képeit! (5.1. dbra)

A szerkesztés lépései

Els6 1épésben vegyiink fel egy 1), negyedik képsikot, amely mer6leges a K4
képsikra, azaz a K, képsikot hagyjuk el.

1. Adjunk meg egy x; 4 képsiktengelyt. Ezzel mar az 4j K4 képsikot is
kijeloltiik. (Figyeljuk meg, hogy a Ky képsik valdjaban egy els6 veti-
t6sik, amelynek nyomvonala az x 4.)
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K: = K, attérés (b) Masoljuk at a p; tavolsagot (példaul egy korzé segitségével) a

rendez6egyenes és az x| 4 metszéspontjabol a rendezéegyenesre.

(c) A Kkapott pont a P pont negyedik képe: P!V

Ezzel a masodik képsikot és a masodik képeket elhagytuk. A K; és Ky kép-
sikok alkotta rendszerben minden ismert szerkesztés elvégezhetd.

A masodik lépésben az elsé képsik elhagyasaval egy uj, 6todik képsikot
alkalmazunk. A szerkesztés lépései hasonlok az el6z6 pontbeliekhez.

1. Az x45 megvalasztasa tetsz6leges. Ezzel az 6todik képsikot is felvet-
tik. (A K5 negyedik vetitésik.)

K, — K; atteérés

2. Az atmasoland6 rendez6hossz a P pont tavolsaga a K4-t6l, azaz a py
szakasz. A kapott pont a P pont 6todik képe: PV

A K4 és K5 képsikok ismét egy teljes értékli Monge-féle leképezési rend-
szert adnak.

Megjegyzés: A tavolsagok dtmésolasa soran figyeljiink arra, hogy az adott pont-
hoz képest hol vettiik fel az 4j képsikot, és annak megfelelden, az 1j képsiktengely
megfelelé oldalara vegyiik fel az j képeket. Példaul, ha P’ és P” az x; , tengely
kiilénbz6 oldalan van, akkor P’ és P!V is az x1,4 kiilénb6z6 oldalan lesz.

5.1. abra. Pont transzformacidja

A szerkesztés teljesen hasonlo az el6z6ekhez akkor is, ha az els6 képsikot sze-

retnénk elhagyni.
2. A P” pont x ,-t6] valé tavolsaga egyenl6 a P pont K;-t6l valo ta-

volsagaval (p; tavolsag). Ha megsziintetnénk a K, képsikot (és azzal o - -
egyiitt a P” masodik képet), akkor ez az informacié elveszne. Ezt kell Pont transzformacioja — masik verzi6

s ol 277 3] mem e el Adott egy P pont két képével. Vegytink fel egy tetszéleges negyedik kép-

(a) Allitsunk merélegest P’-bsl x1 4-re. (Ez a merGleges a P uj ren- sikot az els6 képsik elhagyasa mellett, majd hatarozzuk meg a P pont ne-
dezbegyenese.) gyedik képét! (5.2. abra)
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D1

X2

§ 2

5.2. abra. Pont I V. képe

5.1.2. A harmadik képsik

Ahogyan azt a bevezetben is emlitettiik, a harmadik képsik meréleges mindkét
eredeti képsikra, azaz egy profilsik (5.3. dbra). A muszaki életben igen gyakran el6-
fordul, hogy egy adott alkatrészrél vagy egy épiiletrél elol-, felil- és oldalnézeti
képet kell szerkeszteni.

X3
P s P yp
p 1 PJ
X2 1a p.
2 p
P’ 7

5.3. abra. Pont els6, masodik és harmadik képe
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Ebben az esetben altalaban mindharom képsikot megtartjuk, és a képsikokat
egy doboz lapjaihoz hasonléan ,teritjiikk ki”. (A rendszert az x; 3 mentén ,vagjuk
szét”.) Erdekesség, hogy itt a képsikok egyesitése soran a P’ és P”” képek rendezbje
nem egyenes, hiszen tartalmaz egy negyedkort is. (Ha a rendszert az x; 3 tengely
mentén vagjuk el, akkor a P”” és P”” képek rendezdjében 1ép fel negyedkor.)

5.1.3. Egyenes transzformacidja

Egy egyenes Uj képének/képeinek meghatarozasakor felhasznaljuk, hogy az
egyenest két pontja egyértelmiien meghatarozza. Ezért nincs is sziikség 0j mod-
szerre, pusztan két pontjat transzformaljuk, majd a kapott pontokat sszekotve az
egyenes Uj képéhez jutunk.

Egyenes transzformacioja

Adott egy egyenes két képével. Vegytink fel egy 4j, negyedik képsikot, majd
hatarozzuk meg az egyenes negyedik képét! (5.4. abra)

5.4. abra. Egyenes transzformacidja
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5.1.4. Sik transzformaciodja

Ha a sikot harom pontjaval vagy két egyenesével hatarozzuk meg, akkor az j

s s

kes eset, ha a sik nyomvonalaival adott, és az Gj képeken is nyomvonalakat sze-
retnénk latni (negyedik, illetve 6todik nyomvonalakat).

. A sik negyedik nyomvonala természetesen benne van az adott sikban

és a Ky képsikban is. (Az n4 nyomvonal a két sik metszésvonala.) Mivel

az 0j Ky képsik merbleges a K; -re, ezért a nyomvonal mint metszés-
” 7 7

vonal elsé képe x; 4-gyel azonos: xq 4 = 11

3. Az ny sikbeli egyenes els6 képe mar ismert, és a korabban tanultaknak
megfelel6en szerkeszthet6 a masodik képe (lasd 4.1.2. fejezet), az Ny
és N, nyompontjai segitségével.

Sik transzformacidja nyomvonalak segitségével

Adott egy sik nyomvonalaival. Vegyiink fel egy tetsz6leges negyedik kép-
sikot (a masodik képsik elhagyasaval), majd hatarozzuk meg a sik negyedik 4. Végill, az N, nyompont negyedik képét hatarozzuk meg: NZI V (Tekint-
nyomvonalat! (5.5. abra) hettiink volna tetsz6leges pontot is az n14-r6l, de a szerkesztés soran az

N, mindkét képe ismertté valik, ezért j6 valasztas.)

>
5. A sik negyedik nyomvonala az N 11 VNZI V egyenes.

5.1.5. Gyakorlo feladatok

1. Tetszbleges 0j képsikok bevezetésével szerkessze meg a P pont [V. és V.
képét, ha a P pont benne van

(a) all térnegyedben,

(c) a Ky képsikban,
(d) a K, képsikban!

5.5. abra. Sik transzformécidja

)

(b) aIIL térnegyedben,
)
)

A megoldasok soran vegyesen hagyja el az I. vagy a I1. képsikot!
A szerkesztés 1épései

2. Tetsz6leges 4j képsikok bevezetésével szerkessze meg az e egyenes [ V. és V.

Adjuk meg a tetsz6leges sikot nyomvonalakkal, tovabba az 1j képsikot az képét, ha az egyenes

x1,4 tengely segitségével.

. . , , (a) els6 févonal,
1. A nyomvonalak a képsiktengelyen metszik egymast, ezért a keresett

ny egyik pontja biztosan az n; és az x; 4 metszéspontja. (b) masodik févonal,

(c) els6 vetitbegyenes,
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(d) masodik vetitéegyenes, Fy G'I 1%

(e) profilegyenes!
A megoldasok soran vegyesen hagyja el az I. vagy a I1. képsikot!

3. Tetsz6leges 4j képsikok bevezetésével szerkessze megaz S sik IV. és V. képét
(nyomvonalakkal vagy az adott objektumok képeivel), ha a sik

1,2

(a) nyomvonalaival adott és feszitett,

(c) metsz6 egyenesparral adott és feszitett,

)

(b) harom pontjaval adott és dolt,
)
)

(d) parhuzamos egyenesparral és délt! F A G.B’ o

A megoldasok soran vegyesen hagyja el az I. vagy a I1. képsikot! 5.6. abra. Csonkolt kocka 1.

4. Uj képsikok alkalmazasaval szerkessze meg az 5.6. abran, 5.7. abran és 5.8. ab-
ran lathato csonkolt kockak I V. és V. képeit ugy, hogy az V. képen a csonkolt

kocka egy altalanos nézetét kapjuk! L'O" M’ N"
5. Szerkessze meg az el6z6 feladatbeli csonkolt kockak oldalnézeti, azaz III. . T
L. K Iy |G H
képeit!
6. Hatarozza meg az 5.9. abran lathato test I., I1. és I11. képeit! (A nézetiranyok AE” B” Cc’D”
az abran lathatoak.) Xz
KE’ 0,7 [N.,D’
Ll |M,H
A’ F.B’ G,C’

5.7. abra. Csonkolt kocka 2.

65



5.1. UJ KEPSIKOK BEVEZETESE FEJEZET 5. KEPSIKTRANSZFORMACIO

L’,0 M’N
G'I H” 7.K
A" F B C" |D"E”
X1z
OF N KE X2,3
J KL JoL” K
L —4y.D’
’ M,H,C ’
H'I I H”
i , <y AN
G A B - AN
’ x]JZ B //’A ” C”’D 7 v E”’F” A,/,’F,, B,,;D/u C///’Eu/
5.8. abra. Csonkolt kocka 3.
A I'F
]',B' L,G,D H
K,C’ E

5.10. abra. Csonkolt test nézetei — az 5.9. bra megoldasa

5.9. abra. Csonkolt test
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5.2. CELTRANSZFORMACIOK

5.2. Céltranszformaciok

A késtbbi szerkesztések soran gyakran szembesiiliink olyan feladatokkal, ami-
kor egy egyenes vagy egy sik altalanos helyzete megneheziti annak megoldésat.
A szerkesztést azonban megkonnyiti, ha az egyenes/sik specialis helyzet( - ilyen
esetekben a feladat megoldésa igen egyszeriivé valik. Ebben a fejezetben erre lat-
hatunk néhany alapvets példat.

Ha egy objektumot (leggyakrabban egyenest vagy sikot) azért transzformalunk,
mert valamelyik 4j képsik bevezetésével az altalunk végrehajtando szerkesztés — az
objektum specialis helyzete miatt — egyszertibb, céltranszformaciorol beszélink.

A fejezetben minden esetben a K, képsikot hagyjuk el el6szor, ugyanis a mod-
szer megértéséhez ez is elegendd. Javasoljuk a kedves Olvasonak, hogy — gyakor-
lasképpen — a szerkesztéseket végezze el a Ky képsik elhagyasaval is.

5.2.1. Egyenes céltranszformacioja

Egy egyenest képsikkal parhuzamos vagy képsikra meréleges helyzettivé lehet
transzformalni.

1. Egy tetszbleges egyenest egy alkalmas Ky képsik bevezetésével képsikkal
parhuzamos helyzetbe hozhatunk. A képsikkal parhuzamos egyenesek f6-
vonalak — vagyis a tetszéleges egyenes I V. févonalla valik. (5.11. dbra)

A févonalak jellemzéje, hogy az egyik képiik a képsiktengellyel parhuzamos:
egy I'V. f6évonal I. képe parhuzamos x; 4-gyel, mig a I V. képe altalanos hely-
zetli (lasd a 3.2.2. fejezetet). Ezért x; 4-et gy vessziik fel, hogy az parhuzamos
legyen az e’ els6 képpel. (Az e’-vel végtelen sok parhuzamos egyenes hizhato,
igy végtelen sok helyes megoldas van.)

Az alkalmas K4 képsik felvétele utan az egyenes !V képét az el6z6 fejezetben
latottaknak megfeleléen szerkeszthetjiik meg.

Fontos, hogy ekkor az egyenes a IV. képen valodi nagysagaban latszik, azaz
ezen a képen minden szakaszanak I V. képe az adott szakasz valodi hosszu-
sagat mutatja.

5.11. abra. Egyenes céltranszformacio6ja 1.

2. Az el6z6 transzformaciot Gjabb kovetheti: célunk ezuttal az, hogy az egyenes

az 0j K5 képsikra merdéleges legyen (az I. képsik elhagyasaval). (5.12. abra)

5.12. abra. Egyenes céltranszformacioéja 2.

A képsikra meréleges egyenesek a vetitegyenesek, tehat az eredeti, tetszéle-
ges egyenesbdl V. vetitéegyenes lesz. A vetitéegyenesek egyik képe pont, a
masik a képsiktengelyre meréleges (lasd a 3.2.2. fejezetet) — itt ¢!V meréleges
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aleendd x4 5-re, eV pedig egyetlen pont. A kivant tulajdonsagu 1j képsikhoz
e!V-re meréleges x4 5-6t kell felvenni. (Az alkalmas 1j képsikok szama itt is
végtelen.)

A transzformaciot a korabbiaknak megfelel6en végezhetjiik el, azaz az egye-
nes Uj képét tovabbra is két pontjaval kapjuk meg. (Vegyiik észre, hogy a
felmérend6 rendez6 hosszusaga az egyenes barmely pontja esetén ugyanak-
kora.)

5.2.2. Sik céltranszformacioja

Egy sikot képsikra mer6leges vagy képsikkal parhuzamos helyzetbe transzfor-
malhatunk. A sikot eztttal nyomvonalaival adjuk meg.

1. A tetsz6leges, nyomvonalaival adott S sikot els6 1épésben az 4j K4 képsikra
merdleges helyzetbe lehet transzformalni. (5.13. abra) Ekkor az S sik negye-
dik vetitdsikka valik (lasd 3.3.2. fejezet), és a negyedik képén ,.élben latszik”,
azaz minden pontjanak, egyenesének stb. I V. képe az n4 nyomvonalra esik.

ny

5.13. abra. Sik céltranszformacidja 1.

Ha egy sik vetit6sik, akkor az egyik nyomvonala (itt az n; els6 nyomvonala)
merdleges a képsiktengelyre (az x; 4-re). Tehat ahhoz, hogy S vetitésik le-
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gyen, az 0j képsikot meghatarozé x; 4 képsiktengelyt ugy kell felvenni, hogy
az merdleges legyen n;-re. (A j6 megoldasok szama végtelen.)

A sik n4 nyomvonala biztosan az n; és az x; 4 kéz6s pontjabol ,indul ki”.
Sziikségiink van az ny egy ujabb pontjara. Mivel S sik minden pontjanak
IV. képe ny-re illeszkedik, ezért elegendé a sik egyetlen (tetszbleges) pont-
jat transzformalni. Legyen ez a sikbeli pont az n, nyomvonal egy N, pontja
pontja. (Ennek a pontnak ugyanis mindkét képe igen egyszertien megkapha-
to.) Az Né V pont megszerkesztésével adodik az 1, nyomvonal is.

. Egy 1j, V. képsik bevezetésével elérhet6, hogy az eredeti S sik az 4j K5 kép-

sikkal parhuzamos legyen. (5.14. bra)

5.14. abra. Sik céltranszformacidja 2.

A képsikkal parhuzamos sikok az un. f8sikok (lasd a 3.3.2. fejezetet), amelyek-
nek egyik nyomvonala parhuzamos a képsiktengellyel. Hogy ez teljesiiljon,
az x4 5 képsiktengelyt gy kell felvenni, hogy n4-gyel parhuzamos legyen. (A
megoldasok szama végtelen.)

A pontokat — az els6 képek elhagyasaval — a szokasos modon transzformal-
hatjuk. A specialis helyzet miatt, a sik 6todik képén a sik minden objektuma
valédi méretében latszik. (Igy példaul egy haromszogrél az 6todik képe segit-
ségével megallapithat6, hogy mekkorak az oldalai, szogeli, stb.)
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5.2.3. A céltranszformaci6 leggyakoribb alkalmazasi lehetoségei 1. Ha az e-re adott hosszusagot szeretnénk felmérni, valodi nagysagaban

kell latnunk. Ehhez céltranszformaciéra van sziitkség, mégpedig egy 1j,

Adott hossziisagii szakasz felmérése egy egyenesre az egyenessel parhuzamos K4 képsikra. (Lasd az 5.2.1. fejezetet.)

Adott egy e egyenes két képével, tovabba az egyenesen egy E pont. Ve- 2
gyiunk fel az egyenesen olyan F pontot, amely az E-t6l 2 cm tavolsagra
van! (5.15. abra)

. Az el6z6 pont miatt, az x; 4 parhuzamos e’-vel. Az egyenest pedig két
pontjaval transzformalhatjuk (az E-vel és az S segédponttal).

3. A IV. képen az egyenest valodi nagysagban latjuk, ezért itt felmér-
het6 E-t6l a 2 cm-es tavolsag. Két megoldast kapunk: az F; és az F,
pontokat, pontosabban azok I V. képeit.

4. AzF { VésF éV képekbdl az x| 4-re merdleges rendezéket huzunk. Ezek
az e’-b6l kimetszik a két pont els6 képeit: F| és F,.

5. Szintén rendezbk segitségével kaphatoak meg a hidnyz6 masodik ké-
pek: F{" és FJ.

Test metszése sikkal

Adott egy, a K| képsikon 4llo, négyzet alapi egyenes gula, valamint egy
délt sik nyomvonalaival. Szerkesszitk meg a gula sikmetszetét! Abrazoljuk
a gulatest metsz6 sik alatti részét lathatosag szerint! (5.16. abra)

A szerkesztés lépései

5.15. abra. Tavolsag felmérése szakaszra Adjunk meg egy gulat és egy metsz6 sikot a feladat kiirasanak megfeleléen.
(A gula alapjanak nagysaga és a gula magassaga tetsz6leges.)
Egy lehetséges és helyes megoldas lenne, ha a sikot a giila minden oldalélé-
vel elmetszenénk. Ez azonban igen idéigényes mar négy oldalél esetén is.

A szerkesztés lépései A cél az, hogy a metsz6 sikot ,.élben”, azaz vetit6 helyzetben lassuk. Ekkor
ugyanis a sikmetszet is szakasznak latszik, és a pontjai konnyen megszer-
Kezdésként adjuk meg az e egyenes képeit. keszthetéek.
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3. Mivel a metsz6 sik a I'V. képen élben latszik, ezért a sikmetszet ezen
a képen azonnal kijelolhet6. A gula oldalélei a sikot a P, Q, R és S
pontokban metszik: plv, QI V RIV ¢s SV,

4. Rendezbegyenesek segitségével hatarozzuk meg az elsd, majd a méso-
dik képeket is: P’, Q’, R’, S’, illetve P”, Q”, R”, S”.

5. Végil, a 4.3. fejezetnek megfelel6en allapitsuk meg az els6 és a maso-
dik képen a lathatosagot.

A szerkesztés pontossagat ellendrizhetjiik. Preciz szerkesztés esetén példa-
ul a PIV tavolsaga az x| 4-t6l ugyanakkora, mint a P” tavolsaga az x| ,-t6l.
(Mindkét tavolsag a P pont K;-hez viszonyitott magassagat mutatja.)

Sikidom szerkesztése adott sikon

Adott egy délt sik nyomvonalaival, valamint egy sikbeli AB szakasz. Szer-
kessziink olyan sikbeli, szabalyos haromszoget, melynek egyik oldala az
AB! (5.17. abra)

A szerkesztés 1épései

5.16. abra. Gula sikmetszete

Induljunk ki a nyomvonalakkal megadott sikbol. A feladat elsé 1épésében
fel kell venni egy olyan szakaszt, amely benne van az adott sikban.

1. Az AB els6 képe tetsz6legesen felvehets, a masodik képét pedig a

1. A metsz6 sik V. vetitésikka valik, ha az 0j képsiktengely mer6leges 4.1.2, fejezet szerint szerkeszthetjik meg,

az elsé nyomvonalra: xj 4 1 1;.

2. Ahhoz, hogy egy sik objektumait val6di nagysagban lassuk, két, egy-
mast kovet transzformaciéra van szitkségiink. (Lasd az 5.2.2. fejeze-
tet.)

2. Transzformaljuk a gulat és a sikot is (példaul az N pont segitségével)
alV.képre.

(a) Els6ként képsikra merGleges (vetitd) helyzetbe transzformaljuk
a sikot: az x; 4 képsiktengely merdleges az n;-re. Az AlV ¢s BIV
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5.17. abra. Tetsz6leges sikbeli szabalyos haromszog

pontok az 1y nyomvonalra illeszkednek (ugyanis a sik IV veti-
tésik).

(b) Az V.képsikot az eredeti sikkal paArhuzamosan kell felvenni, azaz
ny || x45 . Szerkesszitk meg az AV és B képeket.

3. Az V. képen az AB szakasz valodi nagysagban latszik (mivel a Ks
parhuzamos az adott sikkal). Itt megszerkeszthetjiik a szabalyos ha-
romszoget. (A két megoldas koziil elegend6 csak az egyiket megadni.)
A haromszog hianyzo C cstcsanak V. képe: CV.

4. A C pont I'V. képe az ny-re illeszkedik, igy a C"-bél hiizott rendezé
kimetszi azt: C!V.

5. A hidnyzd C’ és C” képeket az 5.1.1. fejezetben latottaknak megfele-
16en kapjuk meg.
C’ esetén d(C’, X1’4) = d(CV, X4,5);

C” esetén pedig d(C”,x1 5) = d(C!V,x1 4) .

A szerkesztés pontossaga most is ellenérizhetd: vizsgaljuk meg, hogy C
valoban sikbeli pont-e (lasd a 4.1.4. fejezetet).

5.2.4. Gyakorlo feladatok

—_

. Adott egy AB szakasz két képével. Hatdrozza meg a valodi hosszat!

Adott egy szabalyos hatszog alapt egyenes hasab, amely a K; képsikon all.
Metssze el a hasabot egy tetsz6leges d6lt sikkal, majd abrazolja a metsz6 sik
alatti hasabtestet lathatosag szerint!

Az ABCA haromszog adott két képével. Hatarozza meg a haromszog valodi
nagysagat! (Segitség: A haromszog sikjanak egyik nyomvonalat — vagy azzal
parhuzamos egyik févonalat — kell els6 1épésben meghatarozni; annak isme-
retében mar felvehet6 egy alkalmas 1j képsik.)

. Legyen adott egy e egyenes és egy [n1,1,] (nyomvonalakkal megadott) sik.
Szerkesztendd a sik és az egyenes doféspontja. (Segitség: A sikot vetitd hely-
zetbe transzformalva, a d6féspont az adott képrél azonnal leolvashato.)

. Adott egy sik nyomvonalaival, tovibba egy arra nem illeszkedé pont. Allitson

meréleges egyenest a pontbol a sikra! (Segitség: Ha a sikot élben latjuk a
I'V. képen, akkor a sikra mer6leges egyenes I V. képe merdleges a sik IV.
nyomvonalara.)

A fenti feladatok mindegyikénél céltranszformacio(ka)t alkalmazzon!



6. fejezet

Arnyékszerkesztés

Az épitészeti abrazolasban egyszerre van jelen a torekvés egyrészt az eg-
zaktsagra (hogy az épilet ,egyértelmtien rekonstrualhatd”, azaz megépithetd
legyen), masrészt a valdszerliségre, szemléletességre. Az arnyékszerkesztés
érdekes modon mindkét el6bbi célt szolgalhatja. Az ereszek, erkélyek, nyilaszarok
arnyékanak megjelenitése egyrészt valosaghtibbé teszi a képet, masrészt segit a
latvany értelmezésében is, mivel az arnyékok mélységi informaciét rendelnek
a kétdimenziés képhez. A tipikus elemek, példaul az ablakmélyedések arnyékai
ontudatlanul is sugallanak egyféle léptéket, ami érzékelhet6vé teszi példaul a
sikvaltasok mélységét.

Az arnyékszerkesztés soran kritikus kérdés a fényforras helyzete (tavoli vagy
kozeli) és latoszoge, vagy latszolagos mérete (pontszerii vagy kiterjedt). E kategé-
riak kozé persze nem lehet egzakt hatarvonalat hdzni, mégis fontosak: nyilvan
masképp viselkedik, ezért masképp is modellezhet6 egy csillag (tavoli pontszert),
a Nap (tavoli kiterjedt), egy neoncs6 (kozeli kiterjedt) vagy egy izz6 (kozeli pont-
szer() fénye. (6.1. dbra)

A gyakorlatban persze 6ssze kell vetni a befektetett munkat, és az elérhetd
eredményt. Ezért van, hogy az épiileteket napfényben abrazoljuk (ami elég
egyértelmli dontés), és hogy a Napbodl érkezd fénysugarakat parhuzamosaknak
tekintjik — ami csak ,tavoli pontszeri” fényforras esetén lenne igaz. A ,napko-
rong” kifejezés dnmagaban is egyértelmivé teszi, hogy a Napra ez a feltétel nem
teljestil (a korong két széle nyilvan eltér6é szogben latszik) — am egy kiterjedt

72

-

F
f

6.1. abra. Tavoli pontszer(, kozeli pontszerd, és kiterjedt fényforrasok arnyéka
(A fekete kor a teljes arnyék hatarat jelzi.)

fényforras arnyékanak szerkesztése (és a teljesen megvilagitott és arnyékos
teriiletek kozti atmenet abrazolasa) tobb bonyodalmat okozna, mint amennyit a
kép valosaghtiségéhez hozzaadna. Arnyékszerkesztéskor tehat a fényforrast egy
egyenessel mint irdnnyal adjuk meg - a fénysugarakat az adott irannyal parhu-
zamosaknak feltételezve az drnyékszerkesztést parhuzamos vetitésnek tekintjiik.
(Lasd a 2. fejezetet.)
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6.1. EGYSZERU ALAKZATOK ARNYEKA

Tekintsiink egy objektumot, a fénysugarak iranyat (az an. fénysugar-iranyt,
réviden fényiranyt), illetve tovabbi alakzatokat, amelyekre az arnyék vetil. Egy
objektum vetett arnyékat megkapjuk, ha az objektum pontjaira fénysugarakat
illesztiink, majd megszerkesztjiik a fénysugarak és az Un. drnyékfelfogo alakzatok
kozos pontjait.

e

\

6.2. abra. Pont arnyéka

Legegyszer(ibb esetben az objektum egyetlen pont, az arnyéka pedig egy sikra
(példaul a talajra) vetiil (6.2. abra).

6.1. Egyszeri alakzatok arnyéka

Ebben a fejezetben az alakzatok csak a képsikokra vetnek arnyékot, egyéb ar-
nyékfelfogo feliilet vagy test nem szerepel a szerkesztésekben. Osszetettebb példat
a 6.2. fejezetben mutatunk be.

6.1.1. Pont arnyéka

Minden arnyékszerkesztési feladat visszavezetheté pontok arnyékaira, ezért
érdemes ezzel a legalapvet6bb esettel kezdeni. Egy pont arnyéka szintén egyetlen
pont. Ez az arnyék a képsikok valamelyikére esik, ha nincs egyéb alakzat, amelyet
a ponton athaladé fénysugar ,hamarabb” elérne.

Megjegyzés: Monge-projekcidban a képsikokat nem tekintjuk atlatszonak, ezért
egy L térnegyedbeli pont arnyéka a Ky vagy a K, képsik pozitiv részében van.
Pont arnyéka

Adott egy P pont és a fénysugarak iranya (képeikkel). Szerkesztend6 a P
pont képsikokra es6 arnyéka. (6.3. abra)

6.3. abra. Pont képsikra vetett arnyéka

A szerkesztés lépései

1. Hazzunk parhuzamost a fénysugarak iranyaval a P ponton keresztiil;
jeloljik ezt az egyenest p-vel.
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2. A P pont els6 képsikra esé arnyéka nem mas, mint a p egyenes elsd
nyompontja: P;. Hasonléan, a P pont masodik képsikra es6 arnyéka a
p egyenes masodik nyompontja: P,. (Lasd a 3.2.1. fejezetet.) E” f

N,

3. A két lehetséges arnyék (P és P,) koziil azt tekintjitk a pont arnyéka- €z
nak, amely az I. térnegyedben — pontosabban valamelyik képsik pozi-
tiv részén — van. A P; pont a Ky képsik negativ, mig a P, pont a K,
képsik pozitiv részén van. Ezért a P pont arnyéka ebben az esetben a
P, pont.

6.1.2. Egyenes arnyéka

Barmilyen egyenesre teljesiil, hogy az arnyéka az egyenes nyompontjabol indul / N
ki. (Mas szavakkal: a nyompont egyik arnyéka onmaga.) — Ez egy természetes
észrevétel, a mindennapi életben is tapasztalhatd. Ha példaul az asztalunkat egy 6.4. abra. Egyenes képsikokra vetett arnyéka

tollal vagy egy palcikaval megérintjiik, és megnézzik annak arnyékat, akkor az
arnyék az érintési pontbdl indul ki.

Egyenes arnyéka
2. Szerkesszitk meg az egyenes egy tetszéleges E pontjanak (egyik) ar-

Adott egy e egyenes és egy f irany képeikkel. Szerkesztend6 az e egyenes nyékat az el6z6 fejezet itmutatasat kovetve: E;.
képsikokra vetett arnyéka, ha f a fénysugarak iranya. (6.4. abra)
3. Az arnyék biztosan az N;-b6l indul, és tartalmazza az E; pontot mint

o arnyékot is. Ez a félegyenes az egyenes els6 képsikra es6 arnyéka.
A szerkesztés l1épései

4. Az els6 képsikra vetiil6 arnyék az X-ben metszi az x; , tengelyt. Ez
a toréspont mindkét képsikra esé arnyékban benne van, ezért innen
indul ki a ICy-re es6 arnyék.

Legyen e olyan altalanos helyzetd egyenes, amelynek mindkét nyompont-
ja az I. térnegyedben van. Az drnyéka ,nyomponttol nyompontig” tart, és
megtorik az x; , tengelyen. (Valéjaban csak az Ny N, szakasz arnyékat kell
megszerkeszteni.) 5. Az egyenes masodik képsikra es6 arnyéka az N, nyompontban ér vé-

get, igy az arnyék az XN, szakasz.
1. Kiindulasként hatarozzuk meg az egyenes nyompontjait (N7 és N,),

hiszen az arnyék tartalmazza ezeket a pontokat. 6. Az egyenes képsikokra vetett rnyéka az N; X — XN, torottvonal.
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6.1. EGYSZERU ALAKZATOK ARNYEKA

Fontos megjegyzés: Ha a nyompont nem allna rendelkezésre (kiviil esik a szer-
kesztés hatarain vagy az egyenes specialis helyzet(i), akkor az egyenes arnyékat
két pontjaval mindig megszerkeszthetjik. A két pont képsikokra vetett arnyékai
egy-egy egyenest hataroznak meg, amelyek az x; , tengelyen — a téréspontban -
talalkoznak.

6.1.3. Sikidom arnyéka

Teljes sikok helyett inkabb sikidomok arnyékait érdemes vizsgalni, ugyan-
is egy sik arnyéka lefedné a képsikok nagy részét, igy gyakorlati jelentésége nincs.

Egy sikidomot (illetve kés6bb bonyolultabb felilleteket/testeket) tekintve

észrevehetjik, hogy annak egyik része fényes, mig a masik része a helyzetéb6l
adoddan nem kap fényt. Ez utobbit 6narnyékos résznek nevezziik.
Egy délt sikban 1év6 sokszog esetén mindkét képen a sikidom fényes (vagy éppen
onarnyékos) részét latjuk. Feszitett sikbeli sokszog esetében viszont az egyik ké-
pen a fényes, a masik képen az 6narnyékos felét latjuk. (Ennek oka, hogy feszitett
sik esetén a sik kiillonbozé oldalait latjuk a két képen, lasd a 3.3.1. fejezetet.)

Haromszog arnyéka

Adott egy feszitett sikban fekvé ABC haromszog és egy firany. Szerkesszitk
meg a haromszog képsikokra esé arnyékat, ha a fénysugarak iranya az f
irany! Jeloljiik a haromszog 6narnyékos részét is! (6.5. abra)

A szerkesztés lépései

A teljes szerkesztés visszavezethet$ pontok és egyenesek arnyékara, az on-
arnyékos rész megkeresése azonban érdekes feladat.

1. Szerkessziik meg az A, B és C pontok elsé képsikra es6 arnyékait. Mi-
vel a C; arnyék nem az L. térnegyedben van, ezért a C, arnyékra is
sziikség van.
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6.5. abra. Haromszog képsikokra vetett arnyéka

2. Az AC és BC szakaszok arnyékainak toréspontjait meghatarozzak az
A, Cy és B)C; arnyékok x; »-vel kozds pontjai: X és Y.
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FEJEZET 6. ARNYEKSZERKESZTES

3. A haromszog arnyékat a A1 X - XC, —C,Y — YB; — By A; zart torott-
vonal adja.

4. Onarnyékos rész meghatarozasa: (6.5. dbra) Figyeljiik meg a haromszog
képeinek és arnyékainak kortljarasi iranyat! Az elsé kép és az els
képsikra es6 arnyék koriljarasi irinya azonos, ami azt jelenti, hogy az
els6 képen a haromszog megvilagitott oldalat latjuk — azaz a harom-
sz0g onarnyékos oldala a masodik képen lathatd. (Ha megszerkeszte-
nénk a masodik képsikra es6 teljes arnyékot, akkor azt latnank, hogy
a masodik kép és a masodik képsikra esé arnyék koriiljarasi iranya
ellentétes.)

6.1.4. Gyakorlo feladatok

1.

Legyen e olyan altalanos helyzetii egyenes, amelynek nyompontjai nem szer-
keszthet6k meg. (A rajzolés tartomanyan - példaul a papirlapon - kiviil es-
nek.) Szerkessze meg — tetszbleges fényiranyt véve — az egyenes arnyékat két
pontja segitségével!

. Legyen v els6 vetitéegyenes. Szerkessze meg — tetszéleges fényiranyt véve —

az arnyékat! Mit tapasztal?
(Megoldas: Egy vetitéegyenes els6é képsikra esé arnyéka a fénysugarak ira-
nyanak els6 képével parhuzamos.)

. Legyen h els6é f6vonal. Szerkessze meg — tetszéleges fényiranyt véve — az

arnyékat! Mit tapasztal? (Megoldas: Egy els6 f6vonal els6 képsikra vetett ar-
nyéka dnmagaval parhuzamos.)

. Adott egy délt sikban fekvé paralelogramma. Szerkessze meg — tetsz6leges

fényiranyt véve — az arnyékat! Mit tapasztal? (Megoldas: A paralelogramma
vetett arnyékai szintén paralelogrammak.)
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6.2. Egy Osszetett arnyékszerkesztési feladat

Természetesen felmeriilé kérdés: hogyan szerkesztheté6 meg egy bonyolultabb
test arnyéka? Mi torténik akkor, ha nem csak a képsikokra vetiil arnyék? Ezekre
a kérdésekre ad valaszt a kovetkez6 feladat, amelyben egy épiilet arnyékat kell
megszerkeszteni. Ebben a példaban az épiilet egyes részei magara az épiiletre
is arnyékot vetnek, ezt gyakran ravetett arnyéknak nevezziik, és altalaban
+ szimbolummal jeloljik. A ravetett arnyék szerkesztése mindig visszavezethetd
egyenes (fénysugar) és feliilet/sik (itt falak és tet6) doféspontianak megszerkesztésére.

Epiilet arnyéka

Szerkesszilk meg az abran lathaté épiilet 6sszes arnyékat a megadott f
fénysugar-irany mellett! (A K, képsikot atlatszonak tekintjiik.) (6.6. abra)

Az épiiletnek a K képsikra es6 arnyékat — a gyakorlatban el6fordulé szohasz-
néalatot kovetve — talajra vetett arnyékként emlitjik.

A szerkesztés lépései

Nevezziik el az épiilet jellemz6 pontjait: A, ..., I.

1. A szerkesztést a talajra vetett arnyékkal érdemes kezdeni.

(a) Szerkesszik meg a B,C,F,G,H pontok Aarnyékait:

Bl,cl ,Fl ,Gl,Hl .

(b) Vegyiik észre, hogy a BC szakasz parhuzamos a Ky képsikkal (a
talajjal), ezért By C; parhuzamos és egybevagd BC-vel. (Az ok: a
fénysugarak k6z6s iranya egy parhuzamos vetitést hataroz meg.)

(c) Az arnyék mindig a nyompontbdl indul ki, ezért az F-b6l és H-
bdl indulé fiiggéleges élek arnyékai a nyomponttél Fq-ig, illetve
H;-ig tartanak.

Roviden: Az F-b6l és H-bol induld fiiggébleges élek (mint elsG ve-
titbsugarak) vetett arnyékai f’-vel parhuzamosak.
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2. A talajra vetett arnyékbol mar kovetkeztethetiink az 6narnyékos ré-
szekre, a térszemléletiinket kovetve. Segitség tovabba az is, hogy ott
latunk 6narnyékos részt, ahol a kép és a vetett arnyék koriiljarasi ira-
nya ellentétes (lasd a 6.1.3. fejezetet). Ezek alapjan egyértelmien o6n-
arnyékos lapok:

+ atetén lévé ABED lap mindkét képen,

+ a DE élhez tartozo fiiggbleges fal a II. képen,

+ az FG-hez tartozo6 fiiggéleges fal a II. képen,

« ateté CGF lapja mindkét képen (itt C'F’G’ és C; F; G koriilja-
rasi iranyok ellentétesek),

« atet6 BCGH lapja az L. képen (a koriiljarasi iranyok alapjan).

Onéarnyékos, de nem lathat6 rész a GH élhez tartozo hatso fal.

7

3. Végiil a falra és a tetére vetett arnyékokat szerkesztjitk meg. Tekintsiik

\ . — el6szor a falra vetett arnyékot. Az AD él ide (is) veti az arnyékat.
c (a) Rajzoljuk meg a D-n athaladé fénysugarat.
,Y F, I (b) A D pont vetett arnyékat doféspontként szerkeszthetjilk meg.
F Azonban itt ez nagyon egyszer(, hiszen a fal fuggéleges, igy a

D, ravetett arnyék els6 képét azonnal kijel6lhetjik: D;.

6.6. dbra. Epiilet drnyéka (c) A D! illeszkedik a D”-bél indulé fénysugar masodik képére,
ezért a D;-bol huzott rendez6 kimetszi azt.

(d) A D-bélinduld fiiggbleges él arnyéka az Y (torés)pontig a talajon
haladt, ezutan Y-t6l a D,-ig tart. Ezzel megszerkesztettiik az él
teljes arnyékat.

Fontos észrevétel, hogy az YD, szakasz fiiggoleges maradt. Ezt
a jelenséget a mindennapi életben is tapasztalhatjuk: fiiggéleges
egyenes fiiggbleges falra vetett arnyéka szintén fiiggdleges.

(d) Ugyanezt az dtletet alkalmazhatjuk a D-b6l indulé fuggéleges él-
re is. Ott az arnyék az épiilet falanal, az Y -ban torik meg. (Kés6bb
tovabbi pontokat szerkesztiink ebbél az arnyékbol.)

(e) Az A és D pontok arnyéka lathatéan nem a talajra kertl. Az I
ponthoz tartozo fénysugar az épiileten haladna keresztiil, igy ott

bizt fe Ciilet (e) A D, mintajara szerkessziik meg az A pont falra vetett arnyékat,
iztosan fényes az épiilet.

és jeloljik A,.-gal. A szerkesztés akkor is megvalosithato, ha az
A, nem esik a falra, de a fal teljes fiigg6leges sikjaban benne van.
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(f) Az AD tet6él falra vetett arnyéka az A,.D, szakasz. Ez a szakasz
afal EF élét az X pontban metszi. Az X" leolvashaté a II. képro6l,
innen rendezével kapjuk az X’ els6 képet.

(g) A falra vetett arnyék az YD, — D, X torottvonal.

4. Atetbre vetett &rnyékkal fejezziik be a szerkesztést. Az el6z6ek alapjan
nyilvanvalo, hogy az A pont a tet8re veti az arnyékat.

(a) Szerkessziik meg az A-n keresztiil vett fénysugar és az BCFE lap
doféspontjat: A,. (A szerkesztés technikajat lasd a 4.2.1. fejezet-
ben.)

(b) Az AD tet6él arnyékanak hianyzo6 darabja a tetére esé XA, sza-
kasz. (Igy kaptuk meg az AD él teljes vetett arnyékat: D, X —
XA,.)

(c) Hianyzik mégaz AB él vetett arnyéka, amely — A, miatt — szintén
a BCFE lapra keril. Vegyiik észre, hogy a B pont az élnek és a
lapnak is eleme, ezért az arnyék innen indul ki. Az AB él vetett
arnyéka az A, B szakasz.

(d) Ezzel elkésziilt a teljes tetére vetett arnyék: XA, — A, B.

Lathato, hogy egy bonyolultabb arnyékszerkesztéshez is pusztan az alapszer-
kesztéseket hasznaljuk: pont, egyenes vagy sokszog arnyéka, valamint a ravetett

arnyékhoz doféspont-szerkesztés.
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7. fejezet

Siklapu testek dofése egyenessel és metszése sikkal

Ebben a fejezetben azt a geometriai problémat vizsgaljuk, hogy hogyan szer-
keszthet6k meg egy test és egy egyenes/sik kozos pontjai. Mindkét feladattipust
egy-egy K képsikon 4ll6 gila és hasab példajan mutatjuk be.

7.1. Siklapu test dofése egyenessel

Egy konvex gula vagy hasab és egy (alkototol kiillonb6z6) egyenes kozos pont-
jainak szama legfeljebb kett6. Mar jelenlegi tudasunkkal is megszerkeszthetnénk
ezeket a pontokat, megkeresve a test sszes oldalanak és az egyenesnek a dofés-
pontjait (lasd a 4.2.1. fejezetet). Am igen hosszadalmas lenne péld4ul egy hatoldala
gula esetében a hat oldallap és az egy alaplap miatt rossz esetben hét d6féspont-
szerkesztést végrehajtani — amelyek koziil legfeljebb kett6 adna eredményt. Egy
térgeometriai gondolatot felhasznalva a feladat megoldasa ennél joval egyszertbb.

7.1.1. Gula dofése egyenessel

Tekintstink egy M csucspontt, K; képsikon allo gulat, és egy azt dofo e
egyenest. A gula csicspontja és az egyenes egyértelmtien meghataroz egy sikot,
(lasd a 3.3. fejezetet), ami (mivel athalad M-en) alkotokat metsz ki a galabol. Ezen
alkotok egy sikban vannak az e egyenessel, igy azt egy-egy pontban metszik: ezek
a keresett do6féspontok, hiszen illeszkednek a gulara és az egyenesre is. (7.1. abra)
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7.1. abra. Gula d6fése egyenessel (elv)

Gula dofése egyenessel

Adott egy, a K képsikon allo, ABCD konvex négyszog alapu, M csicspon-
ta guila, és egy azt dof6 e egyenes. Szerkesszitk meg a gula és az egyenes
kozos pontjait! Jeloljuk mindkét képen a lathatosagot! (7.2. abra)
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7.2. abra. Gula dofése egyenessel

A szerkesztés lépései

1. Els6ként hatarozzuk meg az egyenesnek és a gula csticspontjanak sik-
jat, azaz az [e, M| sikot.

(a) Ehhez egy s segédegyenest valasztunk, amely athalad az M pon-
ton, és az e egyenes egy tetsz6leges S pontjan: S’, S”, majd s’,

s”.

(b) Sziikségiink lesz az [e, M] sik elsé nyomvonalara. Ezt megha-
tarozza két sikbeli egyenes els6 nyompontja, ezért szerkesszitk
meg e és s egyenesek els6 nyompontjait: ,Nj és (Nj.

—
(c) A sik els6 nyomvonala az N1 N; = n; egyenes.

80

2. Az ny nyomvonal az ABCD alapnégyszoget T; és T, pontokban met-
szi, ezek azon alkotok talppontjai, amelyek benne vannak az [e, M|
sikban.

3. Rajzoljuk meg a gila M T} és M T, alkoto6it mindkét képen.

4. Az egyenes a gulat ebben a két alkotoban metszi, igy ezek metszés-
pontjai az e egyenessel megadjak a keresett doféspontokat: Dy és D,.

5. A szerkesztés pontossagat ellenérizhetjiik is, hiszen nyilvan egy ren-
dezore kell esnie a dféspontok két képének (Dj és Dy, illetve D) és
D”).

2

6. Végil, a korabban tanultaknak megfelel6en (1asd a 4.3. fejezetet), huiz-
zuk ki lathatdsag szerint mindkét képet.

7.1.2. Hasab dofése egyenessel

Legyen adott egy, a I képsikon allo, ferde hasab, és egy azt d6f6 e egyenes. Az
el6z6 fejezetben olvashaté megoldashoz hasonlét szeretnénk a hasab esetén is al-
kalmazni: keressiik azokat a hasabalkotokat, amelyeket az adott egyenes elmetsz.
Igy a hasab és az egyenes déféspontjainak keresése helyett csupan egyenesek (az
alkotdk és e egyenes) metszéspontjait kell meghatarozni. A megoldas kulcsa tehat
annak a siknak a megtalalasa, amely tartalmazza az e egyenest, és parhuzamos a
hasab alkotéival — ez a sik metszi ki a hasabbdl a keresett alkotokat. (7.3. abra)

Hasab dofése egyenessel

Adott egy, a KC; képsikon allo, ABC haromszog alapu, ferde hasab, és egy
azt dof6 e egyenes. (A hasab fedélap nélkiili, igy alkotodi félegyenesek.) Szer-
kessziik meg a hasab és az egyenes kozos pontjait, majd jeldljik mindkét
képen a lathatosagot! (7.4. abra)
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A szerkesztés l1épései

1. A korabban leirt elvet kovetve, adjuk meg az e egyenest tartalmazo, a
hasab alkotdival parhuzamos sikot. (Elegendé az #n; elsé nyomvonalat
megszerkeszteni.)

(a) Egy sik akkor parhuzamos egy egyenessel (itt alkotdval), ha tar-
talmaz az adott egyenessel parhuzamos egyenest. Valasszunk ki
az e egyenesen egy tetszéleges S segédpontot, és hizzunk azon
at egy, az alkotokkal parhuzamos s egyenest. (Az s képei parhu-
zamosak az alkotok megfelel6 képeivel.)

(b) Az [e,s] sik parhuzamos az alkotokkal. Ezen sik elsé nyomvo-
nalat az e és az s elsé nyompontjai meghatarozzak. Szerkessziik
meg az .N; és {N; nyompontokat.

. ’ ’ ” %
(c) A szikséges sik els6 nyomvonala az ,N;;Nj = n; egyenes.

2. A hasab alaplapjat, azaz az ABC A haromszoget az n; nyomvonal a Ty
és T, pontokban metszi. (Szerkessziik meg a pontok mindkét képét.)

3. AT, és T, pontok a keresett alkotok talppontjai. Rajzoljuk be ezt a két
alkotot mindkét képen.

4. Akétalkotd egy-egy pontban metszi el az e egyenest. Ez a két metszés-
pont — D; és D, — a két keresett d6féspont. (Mindkét képen jeloljik
ki a doféspontok elsé és masodik képeit.)

5. A szerkesztés pontossagat — a gulanal latottakkal analog modon - el-
lenérizhetjiik: a metszéspontok két-két képe egy rendezére kell essen.

6. Jeloljuk mindkét képen a lathatosagot is.

7.4. abra. Hasab do6fése egyenessel

Megjegyzés: A szerkesztés elve természetesen akkor is alkalmazhato, ha a hasab
nem végtelen hosszisagu alkotokat tartalmaz, hanem fedélapja is van.
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7.2. Siklapu test metszése sikkal

Siklapu test sikmetszetére lattunk mar korabban példat az 5.2.3. fejezetben,
ahol képsiktranszformaci6é segitségével oldottunk meg a feladatot. Ebben a
fejezetben térgeometriai gondolatmenet segitségével szeretnénk megszerkeszteni
a végeredményt. Az egyszerliség kedvéért tovabbra is K; képsikon all6 gulat és
hasabot vizsgalunk.

7.2.1. Gula sikmetszete

Adott egy, az els6 képsikon all6 gula (példaul ABC alaplappal és M csucspont-
tal) és egy azt metsz6 sik (nyomvonala: ). Tegyiik fel, hogy mar megszerkesztettitk

a sikmetszetet: A, B, C. (7.5. abra)

7.5. Abra. Gula sikmetszete (elv)

Az ABM oldallap és a metsz6 sik metszésvonala az A és B pontok altal
meghatarozott egyenes, hiszen mindkét metszéspont benne van mindkét sikban.
Ezen egyenes nyompontja az n-en lévé T; pont. Hasonlé médon megkeresheték
a tobbi oldallapon 1évé metszésvonalak n-en 1évé nyompontjai is.
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Mindez azt jelenti, hogy az alaplapon (A, B,C) és a sikmetszeten (Z,E,E)
lévé pontok kozott geometriai Osszefiiggés van, nevezetesen: a gula alapja és
a sikmetszet centralis kollineacioval egymasnak megfeleltethetd, ahol a
kollineacié centruma a gula M csticspontja, a tengelye pedig az alap és a
metsz6 sik n metszésvonala. (Lasd a 2.2.2. fejezetet.) Egy megfelel pontpar
példaul az (A,A) par, a Ty pedig tengelyen 1év6 fixpontnak tekinthets. Ez az
dsszefiiggés megmarad akkor is, ha a gila és a metsz§ sik vetiileteit vizsgaljuk. (Az
ok: a parhuzamos vetités nem valtoztatja meg az egyes térelemek illeszkedését és
metszését.)

Ezt az észrevételt kihasznalva a gula sikmetszetét egy egyszeri centralis
kollineacids feladatra vezethetjitk vissza. A centralis kollineaciot egyértelmiien
meghatarozza centruma, tengelye és egy megfelel6 pontpar — a centrum és a
tengely mar adott, a pontpart pedig egyetlen doféspont-szerkesztéssel megkapjuk.

Gula sikmetszete

Adott egy, az els6 képsikon allo, négyzet alapi egyenes gula (mint tomor
test), tovabba egy nyomvonalaival adott délt sik. Szerkessziikk meg a guila
sikmetszetét! Jeloljik a lathatosagot! (7.6. abra)

A szerkesztés l1épései

Az el8bbi leirt geometriai 6tletet felhasznalva, a szerkesztés soran centralis
kollineaciot alkalmazunk, amelynek tengelye az n; nyomvonal, centruma
a gula csticspontjanak M els6 képe. Sziikség van még egy megfelelé pont-
parra.

1. Valasszunk ki egy tetsz6leges alkotot, példaul az M C-t. Szerkesszitk

— . —
meg a metsz6 sik doféspontjat az M C egyenessel. Igy megkapjuk a C
metszéspontot. (Lasd a 4.2.1. fejezetet.)
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7.6. abra. Gula sikmetszete

2. AzA,B ¢sD’ pontokat centralis kollineaci6 segitségével szerkeszt-
—
hetjiikk meg, a (C’,C ) pontpart, tovabba centralis kollineacié tenge-
lyének fixpontjait is felhasznalva.

3. Rendezdk segitségével, a megfelel6 alkotokra illeszkednek a sikmet-
o — —
szet pontjainak méasodik képei: A , B, D"
4. A lathatésag abrazolasanal a gtla metsz6 sik feletti részét tavolitsuk

el.

Megjegyzés: Konnyen lathato, hogy ez a szerkesztés igazan hasznos, ha a gula-
nak sok oldallapja van. Ilyen esetben — képsiktranszformacio helyett — kényelme-

sebb minddssze egy doféspontot megszerkeszteni, és a tobbi metszéspontot cent-
ralis kollineacio segitségével meghatarozni.

7.2.2. Hasab sikmetszete

Haséabok sikmetszeteinél a gila sikmetszeténél targyaltakhoz hasonld észre-
vételeket tehetlink, azonban van egy lényeges kiilonbség: centralis kollineacio
helyett tengelyes affinitast alkalmazhatunk.

Adott egy, a Ky képsikon allé végtelen hasab (alaplapja: ABC) és egy tetszdle-
ges sik (nyomvonala: n). Tegyiik fel, hogy mar megszerkesztettik a sikmetszetet:
A,B,C.(7.7. dbra)

7.7. abra. Hasab sikmetszete (elv)

Az AB élhez tartozo oldallap és a metsz6 sik metszésvonala az A és B pontok
egyenese — ennek nyompontja az n-en fekvé T; pont. Hasonl6 modon megkeres-
het6k a tobbi oldallapon 1évé metszésvonalak n-en fekvé nyompontjai is.

Ez azt jelenti, hogy az alaplap (A, B, C) és a sikmetszet (7{, B, E) kozott geometriai
Osszefiggés van: a hasab alapja és a sikmetszet tengelyes affinitassal
egymasnak megfeleltethetd, ahol az affinitas tengelye az alap és a metszé
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sik n metszésvonala, iranya pedig a hasabalkotok ko6zos iranya. (Lasd a
2.2.1. fejezetet.) Az affinitasban példaul az A pont képe az A, tovabba a Tj egy
tengelyen 1év6 fixpont. Ez az Osszefiiggés akkor is igaz, ha a hasab és a metsz6
sik wvetiileteit vizsgaljuk. (Az ok: a parhuzamos vetités nem véaltoztatja meg a
térelemek illeszkedését és metszését.)

Az el6zb6ek alapjan, a hasab sikmetszetét tengelyes affinitasra vezetjilk vissza.
A tengelyes affinitast egyértelm@ien meghatarozza tengelye és egy megfeleld
pontpar, amely az iranyt is megadja — a tengely és az irany ismert, a sziikséges
pontpart doféspont-szerkesztéssel kaphatjuk meg.

Hasab sikmetszete

Adott egy, az els6 képsikon allo, négyzet alapu ferde hasab, amelynek alko-
toi félegyenesek, valamint adott egy délt sik, nyomvonalaival. Szerkeszten-
dé a hasab sikmetszete. A metsz§ sik feletti rész eltavolitasa utan jeloljiik a
megmaradt hasabtest lathatosagat! (7.8. abra)

A szerkesztés 1épései

A bemutatott moédszert felhasznalva feladatunk a sikmetszet egyetlen pont-
janak megtalalasa. A hidnyz6 pontokat tengelyes affinitassal szerkesztjik
meg.
1. Tekintstink egy tetszdleges alkotot, példaul a C-bdl kiindulot. Szer-
kessziik meg az alkot6 és a sik d6féspontjat: C. (Lasd a 4.2.1. fejezetet.)

2. A keresett Z/, B ¢sD pontokat azzal a tengelyes affinitassal hataroz-
zuk meg, amelynek tengelye az n; nyomvonal, egy megfelel4 pont-
parja pedig a (C’, E/) par.

3. Rendezk segitségével, a megfelel alkotokra illeszkednek a sikmet-
szet pontjainak méasodik képei: A B'.,D”.

4. Végiil dbrazoljuk a csonkolt hasabot lathat6sag szerint.

7.8. abra. Hasab sikmetszete

Megjegyzés: A bemutatott modszer akkor is alkalmazhato, ha a hasab nem vég-
telen, hanem fedélapja is van.

7.2.3. Gyakorlo feladatok

1. Adott egy, a K1 képsikon allo egyenes gula, amelynek alaplapja tetsz6leges
sokszodg. Abrazoljon egy tetszéleges elsé févonalat, majd szerkessze meg a
févonal és a gila k6zos pontjait!

2. Adott egy, a K képsikon all6 ferde gula, amelynek alaplapja tetszbleges sok-
sz0g. Abrazoljon egy tetszéleges masodik vetitéegyenest, majd szerkessze
meg a vetitéegyenes és a gila k6zos pontjait!
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3. Adott egy, a K képsikon all6 ferde hasab, amelynek alaplapja tetsz6leges
sokszdg. Abrazoljon egy tetszSleges els6 févonalat, majd szerkessze meg a
févonal és a hasab kozos pontjait!

4. Adott egy, a Iy képsikon all6 egyenes hasab, amelynek alaplapja tetsz6leges
sokszdg. Abrazoljon egy tetszéleges masodik vetitéegyenest, majd szerkessze
meg az egyenes és a hasab kozos pontjait!

5. Adott egy, a K képsikon all6 ferde gula, amelynek alaplapja tetszéleges, leg-
alabb négyoldald sokszog, tovabba egy délt sik nyomvonalaival. Szerkeszten-
d6 a gula sikmetszete az adott sikkal.

6. Adott egy, a Ky képsikon all6 ferde hasab, amelynek alaplapja tetsz6leges,
legalabb négyoldali sokszog, tovabba egy délt stk nyomvonalaival. Szerkesz-
tend6 a hasab sikmetszete az adott sikkal.
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8. fejezet

Metrikus feladatok Monge-projekcioban

Azokat a szerkesztési problémakat, amelyek tavolsagokkal és szogekkel
kapcsolatosak (példaul két pont tavolsaga, merdlegesség vagy akar egy szabalyos
haromszog szerkesztése) metrikus feladatoknak is nevezzik.

A korabbi fejezetekben megismerkedtiink azokkal a feladatokkal, amelyek il-
leszkedéssel és metszéssel kapcsolatosak. Azonban a metrikus problémak megol-
dasara csak a céltranszformaciot (lasd az 5.2. fejezetet) tudtuk alkalmazni, amely
néha igen nehézkes és/vagy korlatozottan alkalmazhato. Most megismerkediink
azokkal a szerkesztési modszerekkel is, amelyekkel mindenféle metrikus problé-
mat megoldhatunk.

8.1. Sik és egyenes merdlegessége

Természetes, hogy két egyenes, illetve két sik szogét — néhany igen specialis
esetet kivéve — nem lehet leolvasni a képeikbdl. Egy egyenes és egy sik altal
bezart szoget sem latjuk a két képrél. Mas a helyzet azonban, ha egy egyenes és
egy sik merélegességét szeretnénk igazolni. Emlékeztet6il, ha egy geometriai
tulajdonsagra a vetiileti képekbdl kovetkeztetni tudunk, akkor azt képi feltételnek
nevezzik.

Sik és egyenes merdlegességének képi feltétele — 1. verzid

Egy m egyenes akkor és csak akkor mer6leges egy [111, 11, | nyomvonalakkal
megadott sikra, ha az egyenes els6 képe merdleges a sik elsé nyomvonala-
ra, és az egyenes masodik képe meréleges a sik masodik nyomvonalara.
(8.1. 4bra)

Roviden: m[ny,ny] < m'Lny ésm”’ Ln,

8.1. abra. Sik és egyenes merGlegessége
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A preciz bizonyitast mellézve, gondoljuk végig a kovetkezbket. Tekintsiik az A szerkesztés lépései
m-en athaladé els6 vetitésikot, amelynek nyomvonala éppen az m’. Ha m’-re
merdleges 1, akkor 1, merdleges az m elsd vetitésikjara, igy az m egyenesre A feladat megoldasa mindGssze a tétel feltételeit alkalmazza. Rajzoljunk két
is. Ugyanigy, ha m masodik vetitésikjat vizsgaljuk, akkor azt kapjuk, hogy #n, is olyan egyenest, amely n;-re, illetve 15-re meréleges. Az n;-re mer6leges
merdleges az m egyenesre. Ebb6l az kovetkezik — felhasznalva a 1.2.1. fejezetbeli egyenes az m’ elsd kép, az 1,-re merbleges egyenes pedig a keresett merd-
tételt —, hogy az m merdleges az [ny,n,] sikra. (A gondolatmenet rejtett médon leges egyenes m” mésodik képe.

erésen kihasznalja, hogy egy vetit6sik mer6leges az adott képsikra.)

Felmeriilhet a kérdés, hogy mi torténik akkor, ha valamilyen ok miatt
nem tudjuk megszerkeszteni egy sik nyomvonalait. Ilyenkor felhasznalhatok

Nyomvonalaival adott sikra meréleges egyenes szerkesztése a sik févonalai, amelyek a nyomvonalakkal parhuzamosak. (Lasd a 4.1.3. fejezetet.)

Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziink egy egyenest, mely meréleges
erre a sikra! (8.2. 4bra) Sik és egyenes merdlegességének képi feltétele — 2. verzid

Egy m egyenes akkor és csak akkor merdleges a [h, v] f6vonalakkal meg-
adott sikra, ha az egyenes els6 képe meréleges az els6 f6vonal els6 képére,
és az egyenes masodik képe meréleges a masodik févonal masodik képére.
Roviden: mL[h,v] < m'Lh" ésm” 1v”

m”
n;
X2 e
V ”
m
h
m X2
n;
/ v
8.2. abra. Nyomvonalaival adott sikra meréleges egyenes s %

8.3. abra. Févonalaival adott sikra meréleges egyenes

Megjegyzés: Végtelen sok egyenes létezik, amely egy adott sikra merdéleges.
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8.2. EGYENES LEFORGATASA FEJEZET 8. METRIKUS FELADATOK MONGE-PROJEKCIOBAN

Févonalaival adott sikra merdleges egyenes szerkesztése

Adott egy sik f6vonalaival. Szerkessziink egy egyenest, mely meréleges erre
a sikra! (8.3. abra)

A szerkesztés az el6z6ek alapjan teljesen evidens — de tigyelni kell arra, hogy a
két f6vonal metsz6 legyen.

8.2. Egyenes leforgatasa

Tavolsagfeladatoknal alapvet6 fontossagu, hogy egy szakasz hosszat (két pont
tavolsagat) mérni tudjuk. Erre korabban a céltranszformaciot (lasd az 5.2. fejezetet)
hasznaltuk, ebben a fejezetben pedig két (ij modszerrel ismerkediink meg.

8.4. abra. Egyenes képsikba forgatasa

1. Szerkessziik meg az N; elsé nyompontot, amely a forgatas soran nem

8.2.1. Egyenes leforgatasa
&y & mozdul: Ny = Ny.

Leforgatas alatt az egyenes valamelyik képsikba (vagy azzal parhuzamos sikba)

forgatasat értjiikk. A modszert egy egyszerl feladaton keresztill mutatjuk be. 2. A leforgatott egyeneshez sziikségiink van egy ,tetsz6leges” pont for-
(8.3. abra) gatott képére. Legyen ez az E pont.
(a) Az E pontegy E’ kdzéppontu, x sugard kérén mozog. A kor sikja
Egyenes képsikba forgatasa merdleges az e’ els6 képre.
Adott egy e egyenes két képével, és azon egy E pont. Szerkesztendé az (b) Innen kévetkezik, hogy az E pont forgatott képe az E"-b8l az e’
egyenes egy olyan pontja, amely az E-t6] 2 cm tavolsagra van. (8.4. bra) re allitott merélegesen van.

(c) Mérjiik el erre a merdlegesre (E’-bdl) az x hosszisagot, amely az
A leforgatott pontokat gyakran ° szimbélummal jeldljiik. E pont K;-t6] mért tavolsaga.

A szerkesztés 1épései — elvi magyarazatokkal kiegészitve (d) A kapott végpont az E pont E° forgatott képe.
—

Az e egyenest az e’ elsé képe koriil a K; képsikba forgatjuk. Ekkor az el- 3. Az egyenes leforgatott képe az NJE® = e° egyenes.

s6 nyompontja fixen marad. Ha az egyenes két pontjanak forgatott képét

meg tudjuk hatarozni, akkor az azokat 6sszekot6 egyenes éppen az egyenes

leforgatott képe.

4. A leforgatott egyenesen valédi nagysagban szerkeszthetiink. Itt jelol-
juk ki az egyik lehetséges megoldast: F° (ahol d(E, F) = 2 cm).
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FEJEZET 8. METRIKUS FELADATOK MONGE-PROJEKCIOBAN 8.2. EGYENES LEFORGATASA

I
5. Hatarozzuk meg az F két képét.
(a) Allitsunk merdlegest F°-bol e’-re. Ez kimetszi az F’ elsé képet. — - 0 x
Ezt a lépést gyakran visszaforgatasnak is nevezziik. i P .
(b) Rendezé segitségével jeldljiik ki F”-t is. - 2 ): . X,z
. . p < . P e a )
Megjegyzések: < - —\ 0
Q d
+ A K, képsikba valo forgatast analog modon végezhetjiik el, a megfeleld képek 4 d 0" xo
szerepeinek felcserélésével. Q

. , , , , 8.5. abra. Szakasz h anak keresése kiilonbségi ha 0 od! 1
« Amennyiben nem all rendelkezésre az N; nyompont, ugy az egyenes két tet- pakasz Rosszanalk Keresese KITOMDICE! haromszog modsaerte

szbleges pontjanak forgatottjat kell meghatarozni. (Erre az esetre egy masik
modszert is mutatunk a kovetkezd alfejezetben.)

1. Az a szakasz hossza P’Q’ hosszaval egyezik meg, ezért ebbdl a sza-

8.2.2. A kiilonbségi haromszog modszer kaszbol indulunk ki.
A kovetkez6 eljarast elsdsorban szakaszok hosszanak meghatarozasara alkal- 2. Allitsunk merlegest Q'-bél P’Q’-re, majd mérjiik fel ra az x magas-

mazzuk. sagkiilonbséget. Igy kapjuk a Q° pontot.

Kiilonbségi haromszég modszer - 1. verzié 3. Ekkor a P’Q° szakasz hossza megegyezik a PQ szakasz keresett valodi

hosszaval.

Adott egy PQ szakasz két képével. Hatarozzuk meg a szakasz valodi

hosszat! (8.5. abra) Ugyanilyen gondolatmenettel a masodik képen is dolgozhatunk.

A szerkesztés 1épései — elvi magyarazatokkal kiegészitve Kiilonbségi haromszég modszer - 2. verzio

Adott egy PQ szakasz két képével. Hatarozzuk meg a szakasz valodi

Tekintsiik a térbeli dbrat. A PQ egy olyan derékszogii szakasz atfogbja,
hosszat! (8.6. abra)

amelynek egyik befogdja a P és Q pontok magassagkiilonbsége (x), a masik
befogdja a P’Q’ szakasszal parhuzamos és egybevagé (az a szakasz). Ezt a
haromszoget — az un. kiillonbségi haromszoget — szerkesztjikk meg az A szerkesztés a megfelels képek szerepeinek felcserélésével evidens.
els6 képen.
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Q
d y
. Q"
P’ b
Xi.2

P 5

y

o

8.6. abra. Szakasz hosszanak keresése kiillonbségi haromszog modszerrel

Megjegyzések:

+ Vegyiik észre, hogy ez a mddszer szinte teljesen megegyezik az egyenes kép-
sikba forgatasaval. A kiilonbség mindossze abban all, hogy itt a képsikkal par-
huzamos sikba — egy f6sikba — forgatjuk az egyenest. (Példaul az els6 esetben
a P pont magassagaban 1évé, IC;-gyel parhuzamos f6sikba.)

+ A kiilonbségi haromszog modszer alkalmazhaté akkor is, ha egy szakaszra
(egyenesre) adott hossziisagu szakaszt szeretnénk felmérni. Ebben az esetben
a két végpont leforgatasa utan, a leforgatott szakaszon (egyenesen) mérhe-
tink val6di nagysagban.

8.2.3. Gyakorlo feladatok

1. Adott egy a egyenes két képével, és az egyenesen egy A pont. Szerkesszen
olyan pontokat az egyenesen, amelyek A-t0l 4 cm-re helyezkednek el! A fel-
adatot az egyenes masodik képsikba forgatasaval oldja meg!

2. Adott egy e egyenes két képével, és azon egy EF szakasz. Hatarozza meg a
szakasz hosszat az egyenes képsikba forgatasaval, az egyenes nyompontjanak
hasznéalatat mell6zve!
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3. Adott egy AB szakasz. Hatarozza meg a szakasz hosszat kiilonbségi harom-
sz6g modszerrel!

8.3. Sik leforgatasa

Gyakran el6forduld probléma, hogy szeretnénk egy tetszéleges sikban szer-
keszteni: példaul 3 cm oldalhosszisagi szabalyos haromszoget, két egyenes
sz0gét stb. Ezekhez a feladatokhoz nem elegendé az els6 és a masodik képe az
alakzatoknak, hiszen ott sem a tavolsagot, sem pedig a szoget nem latjuk valodi
nagysagban. Ezért van sziikségiink olyan modszerre, amely segitségével egy
tetszbleges sik minden elemét eredeti méreteiben latjuk, igy a sikon szerkeszteni
is tudunk.

Egy sik leforgatasa azt jelenti, hogy a sikot valamelyik képsikba (vagy azzal
parhuzamos sikba) forgatjuk. Ekkor a tetszéleges siknak keletkezik egy leforgatott
képe, amely valddi nagysagban latszik.

8.3.1. Sik képsikba forgatasa

A sik leforgatasanak legtipikusabb példaja az, amikor a sikot az elsé nyom-
vonala kortil a IC; els6 képsikba forgatjuk. A leforgatott képet (mint sikot)
egyértelmlien megadja egy egyenese és egy pontja. Ha ez a két térelem a rendel-
kezéstunkre all, akkor a sikon minden tovabbi elemet ezekhez illesztink. Roviden:
képesek lesziink a sikban szerkeszteni.

Az egyenes legyen az els6 nyomvonal, a pont a sik egy tetsz6leges pontja.

Sik leforgatasa az els6 képsikba

Tekintsiink egy sikot, amely nyomvonalaival adott, valamint abban a sikban
egy P pontot. Forgassuk le a P pontot (és a teljes sikot) az elsé képsikba!
(8.7. abra)
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8.3. SIK LEFORGATASA

8.7. abra. Sik leforgatésa az els6 képsikba

A szerkesztés 1épései — elvi magyarazatokkal kiegészitve

Els6 lépésként, a pontot a sikra kell illeszteni, a 4.1.4. fejezetben latottak
szerint. (Itt, P’-b8l indulva, a h els6 fé6vonal segitségével kaptuk meg a P”-t.)

Vizsgaljuk meg a szemléltet6 abrat és a Monge-féle képeket is pArhuzamo-
san. A leforgatott alakzatokat hagyomanyosan zardjellel jeloljik.

1. A célunk az, hogy a sikot a Xy -be forgassuk. Az n; nyomvonal mind-
két siknak (az [n,71,]-nek és KC;-nek is) eleme, ezért fixen marad a
forgatas soran: n; = (ny).

2. Ha a sikban merélegest allitunk P-b6l n;-re, akkor az N pontot kap-
juk. A P pont a leforgataskor egy korivet ir le: P’(P\) Ennek a korivnek
a kozéppontja az N pont, sugara az NP szakasz hossza. A kériv sikja

—
merdleges az n,-re, emiatt az N (P) is meréleges nq-re. (Az NP a sik
egy els6 esésvonala, ezért az elsé képe meréleges ny-re.)

3. Szeretnénk az NP szakasz hosszat megszerkeszteni, az ugyanis a P
pont n1-t6l vald tavolsagat adja. Vegyiik észre, hogy az NP szakasz
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a PP’N A derékszogli haromszog atfogoja. Ezt a haromszoget leforga-
tasi haromszognek nevezziik. Amennyiben sikertil meghatéarozni a két
befogd (NP’ és PP’) hosszat, uigy az atfogdt is megkapjuk.

4. Térjiink 4t a Monge-féle képekre. Abrazoljuk itt is az NP elss képét;
igy az NP’ befogd hossza az els6 képen mar (valédi nagysagban) sze-
repel (). A PP’ befogd hossza a P pont tavolsaga a K; képsiktol: ez
éppen a P pont masodik rendezdjének hossza (x).

5. A PP'NA leforgatasi haromszog ezzel mar megszerkeszthets. Az
NP’-t és a h'-t felhasznalva, mérjiik fel h'-re az x rendezShosszt.
A _PP’N A haromszog egybevagd a leforgatisi haromszoggel, ezért
NP =NP.

6. Végiil, az N-et mint kozéppontot felhasznalva, mérjiik fel az NP-taz
 —A
N P’-re. Ezzel megkapjuk a P pont (P) forgatott képét.

Lathat6, hogy a térbeli meggondolasokat mellézve, a szerkesztés igen egy-
szer(i: csak a PP’N A haromszoget kell megszerkeszteni, majd az atfogojat

7 , .
az NP’ egyenesre mérni.

Megjegyzések:

+ A P pont leforgatasahoz hasznalt iv ,felbukkan” az els6é képsikban is, ugyanis
PN(P)=PN(P).

+ Aleforgatas soran a sik képsikkal bezart szogének kiegészit6 szogével forgat-
tunk. Hasznalhattuk volna a képsikkal bezart szoget is; ebben az esetben az
els6 és leforgatott képek az 1, ugyanazon oldalara kertilnének. (Ekkor igen
,SUrtivé” valhat az abra, ezért a gyakorlatban inkabb elkeriiljiik ezt a megol-
dast.)

+ A sikot leforgathatjuk (pontosabban beforgathatjuk) a masodik képsikba is. A
képek szerepeinek felcserélésével a feladat megoldasanak modszere ugyanaz.
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Természetesen felmeriilé kérdés, hogy egyetlen pont leforgatasa hogyan segit
teljes alakzatok elsé (majd masodik) képének megszerkesztésében. Az els6 és a
forgatott képek kozott azonban van egy igen szoros kapcsolat: a sik elsé képébdl
a sik forgatott képe meroleges affinitas segitségével megkaphaté. Az affinitas
tengelye a fixen maradé n; nyomvonal, a P’ pont affin képe a (P) leforgatott pont.
Ez konnyen lathatd, ugyanis a nyomvonal pontjai fixen maradnak a forgatas
soran, egy pont els6 képét és forgatott képét 6sszekotd egyenes mindig meréleges
a nyomvonalra, tovabba az illeszkedések és parhuzamossagok is ,megmaradnak”.
Ezekkel az adatokkal az affinitis adott, igy minden tovabbi pont forgatott képe,
illetve a forgatott pontokbdl az els6é képek megszerkeszthetdk.

N; X2

A kovetkez6 feladat ezt az Gsszefiiggést hasznalja ki.

Szabalyos haromszog szerkesztése tetszéleges sikban

Adott egy délt sik nyomvonalaival, és abban egy AB szakasz. Szerkesztendd
olyan, a sikban fekv$ szabalyos haromszog, melynek egyik oldala az AB.
(8.8. abra)

N1 ,=(M)

A szerkesztés l1épései n

1. A sik nyomvonalai tetsz6legesen felvehet6k, tovabba — példaul — az
A’B’ = ¢’ szakasz els6 képe is. Az A”B” = ¢” masodik képet a 4.1.2. fe- 8.8. abra. Szabalyos haromszdg szerkesztése tetszéleges sikban
jezet szerint kapjuk meg.

2. Forgassuk le az A pontot az el6z6 példa segitségével: (A)

(c) A B’ pontban vett affinitas irdnya, amely most meréleges az 1, -

3. A B pont forgatott képét mar meréleges affinitassal szerkesztjitk meg. ) .
re, kimetszi az (e)-bél a keresett (B) pontot.

(Lasd a 2.2.1. fejezetet.)

4. Az[(ny),(e)] = K; asik leforgatott képe, itt minden valddi nagysagban
latszik. Szerkessziik meg az egyik lehetséges megoldast: az (A)(B)(C)A
szabalyos haromszoget.

—

(a) Az A’B’ = ¢’ egyenes az affinitas tengelyét elmetszi egy pontban,
a fixen marad6 N; = N{ = (N;) nyompontban.

(b) Az e’ egyenes affin/leforgatott képe — két pontja segitségével —

az m — () s, 5. Affinitassal hatarozzuk meg a C’ els6 képet.
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—>
(a) Példaul az (A)(C) egyenes elmetszi az n; nyomvonalat (mint ten-
—
gelyt) a (T) = T’ pontban. (A T egyuttal az (A)(C) els6 nyom-
pontja is.)

—>
(b) Az egyenes els6 képe a T’A’, amely majd tartalmazza a C’-t is.

(c) Az affinitas iranya, azaz a (C)-bél az n;-re allitott meréleges, ki-
metszi a keresett C” pontot. — Ezzel a haromszog els6é képét meg-

kaptuk: A’B’C’A.

6. Hianyzik még a C pont masodik képe. A C”-t legkénnyebben tgy
kapjuk meg, ha az AC egyenes masodik képét megszerkesztjiik. (A
T pont felhasznalhat6, lasd a 4.1.4. fejezetet.) A haromszog mésodik
képe: A”B”C” A.

8.3.2. Sik fésikba forgatasa

El6fordulhat, hogy a sik nyomvonalai nem allnak rendelkezésre, példaul azért,
mert a szerkesztéshez hasznalt papiron nem férnének ki. Ilyenkor megtehetd,
hogy nem a képsikba, hanem egy azzal parhuzamos, un. f6sikba forgatunk. (Lasd
a 3.3.2. fejezetet.) Ez egyuttal azt is jelenti, hogy a leforgatas tengelye nem a
nyomvonal, hanem egy azzal parhuzamos sikbeli egyenes, azaz egy févonal.

A kovetkez6 példa a legegyszer(ibb esete a févonal kérili forgatasnak, ugyanis
a sikot magéaval a f6vonalaval és egy pontjaval adjuk meg.

Sik forgatasa févonal koriil

Adott egy sik egy h elsé févonalaval és egy V pontjaval. Forgassuk le a
V pontot (és ezzel egyiitt a sikot) a h magassagaban 1év6 fésikba! A pont
leforgatasat kovetéen hatarozzuk meg a ponton athaladé v masodik fvonal
leforgatott képét is! (8.9. abra)
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X1z
h'=(h)
\%4 ,
Q — v
o =)
H (v)

V)

8.9. abra. Sik forgatasa févonal koriil

A szerkesztés lépései

A feladat megoldasa igen egyszer(i. Ha képsik helyett f6sikba forgatunk,
akkor a leforgatas soran a nyomvonalat févonalra, a pont képsikt6l vald
tavolsagat pedig a pont f6siktol valod tavolsagara kell kicserélni.

Adottak a h és a V képei. A h koril forgatunk, ezért b’ = (h).

1. A leforgatés elve nem valtozik, ezért a (V) biztosan a V’-b6l a h'-re
allitott merélegesen van.

2. A leforgatasi haromszog most a V' V’HA haromszég, ahola V'V = x
szakasz hosszaa V és a h-hoz tartozo f6sik tavolsaga (~ rendez6hossz).
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3. A H kézéppontd, HV sugart kor kimetszi az el6z6 merdleges egye-
nesbél a (V') pontot.

A V pont leforgatasat kovetSen a leforgatott sikban barmilyen alakzat meg-
szerkeszthetd; a meréleges affinitas segitségével — ahol a tengely a h’ — az
els6 képek, sikra illesztéssel pedig a masodik képek meghatarozhatok.

1. Vegyiik fel a V-n athalad6, v masodik f6vonalat. (Lasd a 4.1.2. fejeze-
tet.)
(a) A v els6 képe x; ,-vel parhuzamos: v’.
(b) A v a h-t az M pontban metszi, igy az elsé képen: v’ Nh" = M.
(c) Az M metszéspont méasodik képe h”-re illeszkedik: M”.
)

>
(d) Végul, V'M"” =v".
2. Az M pont éppen a leforgatas tengelyén, a h els6 f6vonalon nyugszik,
ezért M’ = (M).

S —

3. A v egyenes leforgatott képe az (M)(V') egyenes.

8.3.3. Gyakorlo6 feladatok

1. Adott egy sik nyomvonalaival. Forgassa be a sikot — egy tetsz6leges pontja
segitségével — a masodik képsikba!

. Adott egy els6 vetitésik. Forgassa le a vetitdsikot az elsé képsikba! Mit ta-
pasztal? (Segitség: A leforgatasi haromszog nem létezik, helyette elegendé a
rendez6hossz.)

. Adott egy sik nyomvonalaival, és abban harom pont: A, B, C. Szerkesztend6
az ABCA haromszog valodi nagysaga.

. Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkesztendé a sikon egy tetszéleges szakasz,
majd egy olyan négyzet, amelynek egyik oldala az adott szakasz. Mit vesz
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észre a képeken? (Segitség: A parhuzamossagtartis miatt, a négyzet mindkét
képe egy-egy paralelogramma.)

. Adott egy sik nyomvonalaival. Tetsz6leges pontjanak felhasznalasaval for-

gassa le a sikot az els6 képsikba! Szerkessze meg a sik masodik nyomvo-
nalanak leforgatott képét! (Segitség: A masodik nyomvonal az els6t az x; ,-
ben metszi, ez a leforgatott képnek is eleme. Ezutan elegend6 egy tetsz6leges
pontjanak leforgatott képét megszerkeszteni.)

. Adott egy sik egy els6 févonalaval és egy pontjaval. Szerkesszen olyan egyen-

16 szard haromszoget, melynek egyik csiucsa az adott pont, az alapja 4 cm
hosszusagu és az adott févonalon nyugszik!

. Adott harom pont: A, B, C. Szerkesztend6é az ABCA haromszog valoédi nagy-

saga. (Segitség: Az egyik ponton keresztiil vegyen fel egy els6 fé6vonalat, majd
forgassa le a harom pontot a févonal koriil. A févonalat érdemes ugy felvenni,
hogy a haromszog egyik oldalat elmetssze.)

8.4. Kiegészités — Néhany alapveté metrikus feladat

A sik és egyenes merdlegességének képi feltétele, valamint a sik leforgatasanak
ismeretében minden tavolsaggal és szoggel kapcsolatos feladat megoldhato
Monge-projekciéban.

A kovetkezékben néhany tipikus példat mutatunk. Mivel a szerkesztésekhez
mindvégig ismert alapszerkesztéseket alkalmazunk, ezért csupan utmutatasokat
kozlunk. Egyes feladatok Gsszetettek, igy csak az el6z6 fejezetek alapos ismereté-

vel oldhatok meg.

Normaltranszverzalis szerkesztése

Adott két kitér6é egyenes, szerkesztendé a normaltranszverzalisuk (mint
egyenes). (Lasd az 1.2.2. fejezetet.) (8.10. bra)
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A normaltranszverzalis irdnyat megkapjuk, ha az egyik egyenest eltoljuk
a masik egy pontjaba, majd az altaluk meghatarozott sikra merélegest alli-
tunk. Itt az e egyenes P pontjaba toltuk el az f egyenest, azutan egy e-beli
M ponton at két févonalat szerkesztettiink (4.1.3. fejezet). A két févonal
segitségével a meréleges irany meghatarozhat6 (8.1. fejezet). (A rajzon az
egyszerliség kedvéért rogton a P-bdl allitottunk merdlegest a [h, v] sikra.)
Az m iranyt felhasznalva, irannyal parhuzamos transzverzalist szerkesz-

<«
tink: t = EF (4.4. fejezet).

Pont és sik tavolsaga

Adott egy sik nyomvonalaival és egy, a sikra nem illeszkedé P pont. Szer-
kesztendb a pont és a sik tavolsaga. (8.11. abra)

\ P//

x> fNZ”
> D
ns =
8.10. abra. Normaltranszverzalis szerkesztése
Xi2
x

A szerkesztés lépései — itmutatd
A két egyenes normaltranszverzalisa mindkét egyenesre meréleges
transzverzalis. A feladatot két részre osztjuk: el6szér megkeressiik a m
normaltranszverzalis iranyat, masodik lépésben pedig adott irannyal
parhuzamos transzverzalist szerkesztiink. 8.11. abra. Pont és sik tivolsaga
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A szerkesztés 1épései — utmutatd Tetszdleges sikon all6 kocka abrazolasa
Pont és sik tavolsagat a pontbdl a sikra bocsatott merdleges szakasz hossza Adott egy sik nyomvonalaival, tovabba a sikban egy A pont. Szerkesztendé
adja (1.2.2. fejezet). egy, a sikon allo, A csticspontd, 4 cm oldalhosszisagt kocka. (8.13. 4bra)

A feladat megoldashoz el6szor a P-b8l merdleges egyenest allitunk a sikra
(8.1. fejezet), majd megszerkesztjitk annak déféspontjat a sikkal (4.2.1. feje-
zet), végill meghatarozzuk a szakasz hosszat, példaul kiillonbségi haromszog
modszerrel (8.2.2. fejezet).

Két egyenes szoge

Adott két metsz§ egyenes Monge-projekcidoban. Hatarozzuk meg a két
egyenes sz0gét! (8.12. dbra)

8.12. abra. Két egyenes szoge

A szerkesztés lépései — itmutato 8.13. abra. Tetszéleges sikon all6 kocka abrazolasa

A két metsz6 egyenes sz6gét valodi nagysagban latjuk, ha leforgatjuk a két
egyenes sikjat (8.3.1. fejezet).
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A szerkesztés lépései — utmutato

Ez a feladat igen nehéz és egyuttal szép is, hiszen a Monge-féle abrazolasrol
tanultak Osszességét felhasznalja. Kiindulasként, készitsiink ,feladatmeg-
oldasi tervet”. Hogyan tudjuk felépiteni ezt a kockat? Milyen sorrendben
kell haladni? Mik a geometriai 1épések? Ha ezekre valaszolni tudunk,
akkor csupan a megfelelé szerkesztéseket kell felhasznalni, hogy a kocka
két képét megkapjuk.

A kockat a kovetkez6képpen lehet felépiteni:

1. Meghatarozzuk a sikban fekvé egyik lapjat (ABCD), amely egy négy-
zet.
(a) Vegyiik fel a sikot, és abban az A pontot. (4.1.4. fejezet)

(b) Forgassuk le a sikot az els6 képsikba, az A pont segitségével.
(8.3.1. fejezet)

(c) A leforgatott sikban szerkessziink egy, a feltételnek megfeleld
négyzetet, majd affinitas segitségével hatarozzuk meg az els6 ké-
peket: A’B’C’D’. (2.2.1. fejezet és 8.3.1. fejezet)

(d) Hatarozzuk megaz ABCD négyzet masodik képét. (4.1.4. fejezet)
2. Allitsunk meréleges egyenest a sikra, példaul a C pontbél. (8.1. fejezet)

3. Mérjik fel a C-bdl kiindulva az m merdélegesre a kocka 4 cm-es él-
hosszisagat. (8.2.2. fejezet)

4. Toljuk el a kapott CG élt az A, B és D csucsokba, mindkét képen.
(4.1.1. fejezet)

5. Végiil abrazoljuk mindkét képen a lathatosagot. (3.1.4. fejezet)

Nyilvanvald, hogy a feladatnak végtelen sok megoldasa van.
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9. fejezet

Axonometria

Az axonometria az egyik legismertebb abrazolasi eljaras. Amikor példaul egy Az axonometria kevésbé valosaghi képet eredményez, mint a 10. fejezetben
kockat rajzolunk, és figyeliink arra, hogy az éleit pArhuzamosan rajzoljuk meg, va- targyalt perspektiva, am annal joval egyszertibben elkészithetd, és a kapott kép
l6jaban axonometriaban dolgozunk. Az axonometria segitségével szemléletes képet aranyos, adott esetben akar mérheté lesz.

kapunk egy adott objektumrol, ezért gyakran talalkozhatunk ezzel a leképezéssel
latvanytervekben, vagy akar egy tankdnyvben is.

9.1. Az axonometria alapjai

Els6ként értelmezziik az axonometriat mint leképezési eljarast.

Axonometria, tengelykereszt, rovidiilés

Az axonometria (vagy axonometrikus abrazolas) egyetlen képsikra torténd
parhuzamos vetités. A vetités a kovetkezéképpen torténik:

Tekintstink egy derékszogli koordinatarendszert az origéjaval és az x, v,z
(koordinata)tengelyeken 1évé egységpontokkal: O, E,, E,, E,. Vélasszunk
egy tetszbleges sikot, az Gn. képsikot, és egy (a képsikkal nem parhuzamos)

/////

vetitési irdnnyal a képsikra. Az igy kapott alakzat a koordinatarendszer ké-
pe, amelyet réviden tengelykeresztnek nevezzik.

A leképezés soran egy alakzatot el6szor ebben a koordinatarendszerben he-
lyezziik el, majd az alakzatot és a koordinatasikokra esé merdleges vetiile-
9.1. abra. Az Orszaghaz néhany kovének axonometrikus nézete teit is vetitjik. (Az [x, ], [x, z], [y, z] sikokat koordinatasikoknak nevezziik.)
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R e __ egységszakasz képének hossza
A tengelyek rovidiilése a Qtengely = ~ az egységszakasz hossza

hanyados, azaz:

_ OE, _ O, _OE,
“=0r, "~ o0r, "TOE

9.2. abra. Az axonometria vetitési rendszerének sémaja

Megjegyzések:

» Az axonometria mint parhuzamos vetités egyenestartd, parhuzamossagtarto
és aranytarto. (Lasd a 2.1. fejezetet.)

+ A koordinatarendszer felhasznalasa nélkiil egy pont képe egyetlen pont len-
ne, ezért eredeti helye nem lenne rekonstrualhaté. (Lasd a 2.1. fejezetet.)

Felmeriilhet a kérdés, hogy ha megrajzolunk harom kiilonb6z6 egyenest és azo-
kon az egységeket, vajon lesz-e olyan koordinatarendszer a térben, aminek ez a
képe? A valasz: igen. Ezt a szabadsagot az alabbi tételnek koszonhetjiik:

Pohlke tétele

Az {O, 2., E_y,E_Z} pontnégyes, amelynek semelyik harom pontja nem esik
egy egyenesre, tetsz6legesen felvehetd, mert mindig létezik olyan derékszo-
gl koordinatarendszer (O origoval, Ey, E, és E, egységpontokkal), képsik
és vetitési irany, hogy az {O, EyE,, Ez} pontnégyes képe — hasonlosag ere-
jéig — az adott {O, E,, Ey,b:z} pontnégyes.

Az egyszeriiség kedvéért a késébbiekben az axonometrikus képekrdl a feliilvonasos
jelolést elhagyjuk.

A koordinatarendszer lehet jobb- vagy balsodrasud. A 9.3. abran baloldalt balsod-
rasu, jobboldalt jobbsodrasi koordinatarendszer lathato; a gyakorlatban mindkét
tipus el6fordul.

9.3. abra. Bal- és jobbsodrasu tengelykereszt
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Az axonometrikus leképezés tipusai

Ha a koordinatatengelyek képei és a rovidiilések tetszblegesek, szabad axo-
nometriardl beszélink. Ha a tengelyek képei, a képsik vagy a vetitési irany
killonleges helyzetli, akkor az axonometria specialis. (Err6l b6vebben a
9.3.1. fejezetben lesz sz0.)

Fontos megjegyzés: Ha a feladat csak illeszkedésekr6l, metszésekrdl szol, a
koordinatatengelyek egységeinek abrazolasat elhagyhatjuk.

9.1.1. Pont abrazolasa

A legtobb vetitési rendszer megismerésekor elsd lépésként egy pontot érdemes
abrazolni. Kezdjik a legegyszeriibb esettel, az E(1;1;1) koordinatakkal rendelke-
z6 pont abrazolasaval egy adott (szabad) axonometriaban. (9.4. dbra) Az E pont
megrajzolasakor az x és y tengelyekkel parhuzamosan ,lépiink” egyet, igy kapjuk
az E’-vel jelolt pontot. E’-bdl felfelé” mérve egy egységet, a keresett E ponthoz
jutunk.

9.4. abra. Az E(1;1;1) koordinatakkal rendelkez6 pont dbrazolasa axonometridban

Kovetkez6 1épés egy tetszleges pont abrazolésa.
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Pont abrazolasa koordinataival

Adott egy tengelykereszt képe szabad axonometridban. Abrazoljuk a
P(2;3;-1) pontot! (9.5. bra)

9.5. abra. A P(2;3;—-1) koordinatakkal rendelkezd pont abrazolasa axonometridban

A szerkesztés lépései

Az abrazolas soran a pont barmelyik koordinatajaval kezdhetiink, itt el6-
szOr az x és y koordinatakat mérjiik fel.

1. Az x tengely mentén 2 egységet, az y tengely mentén 3 egységet kell
felmérni. (Korzényilasba vessziik az OE,, illetve OE, szakaszhossza-
kat, és az adott tengely mentén kétszer, illetve haromszor egymas utan
felmérjiik.) A kapott pontok: Py és P,.

2. P-b6l az y tengellyel, P,-bol az x tengellyel huzunk parhuzamost.
A két egyenes metszéspontja a P’ pont (P’ koordinatai: (2;3;0)).

3. A ztengelyre is felmérjiik a kért koordinatat (—1-et), ezzel a P, ponthoz
jutottunk.
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4. P’-bél parhuzamost hiizunk a z tengellyel, és atmasoljuk arra az OP,
szakasz hosszat. Az igy keletkez6 pont a keresett P pont.

Megjegyzés: A P pont [x, ] koordinatasikra es6 meréleges vetiilete a P’(x;y;0)
pont. A tengelyekre esd pontok: Py(x;0;0), P,(0;3;0), P,(0;0;2).

Pont képei

Adott egy koordinatarendszer és egy tetszéleges P pont. A P pont [x,p],
[x,z] és [y,z] koordinatasikokra esé merdleges vetiileteit rendre P’-vel,
P”-vel és P”’-vel jeloljiik (9.6. abra).

Ha az adott koordinatarendszert, a P pontot és a harom vetiiletét axono-
metriaban abrazoljuk, akkor a kapott képek nevei:

P — a P pont axonometrikus képe

P’ —a P pont elsé képe

P” — a P pont masodik képe

P —a P pont harmadik képe

9.6. abra. Altalanos helyzett pont

Megjegyzések:

+ A merdleges vetitések miatt a P, P’,P”,P””, P,, Py, P,, O pontok egy téglalap
alapu, egyenes hasab csicsai. Ezt a hasabot szokas axonometrikus vetit6ha-
sabnak is nevezni. Igen kénnyti latni azt is, hogy emiatt példaul a PP’ szakasz
parhuzamos a z tengellyel (hiszen a z tengely meréleges az [x, y]-ra).

I /) 2 V22 ” . .
« APP’,PP” és PP" egyeneseket — s6t, bizonyos esetekben az axonometrikus
vetit6hasab Osszes élegyenesét — szokas rendezdnek is nevezni.

« A pont képeinek nevei a konnyi érthetéség miatt ilyen egyszertek. Példaul a
P’ pont val6jaban a ,a P pont [x,y]| koordinatasikra esé merdleges vetiileté-
nek axonometrikus képe” — de sokkal kényelmesebb az ,els6 kép” elnevezést
hasznalni.

A P pont koordinatai kénnyen megszerkeszthet6k a parhuzamos szel6k téte-
lével: példaul az x koordinata esetén egy szogszarra felmérjik az OE, és OP,
szakaszhosszakat, a masik szogszarra pedig az egységhosszt (1 cm-t), majd par-
huzamosok segitségével kapjuk a koordinata valédi hosszat (9.7. abra).

9.7. abra. Pont koordinatajanak valédi hossza
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enbrzel e aisneie] 3. A fenti két 1épést végezziik el az [y, z] sik esetében is (ekkor az x és a z

Adott egy tengelykereszt képe szabad axonometriaban, tovabba egy P pont tetnge'lyekkel kell parhuzamosokat hizni), az eredmény a P” harma-
axonometrikus és els6 képe. Szerkesztend$ a masodik és harmadik kép. dik kep.
(9.8. abra)

Lathato, hogy két kép ismeretében a hianyzo6 két képet meg tudtuk szerkeszteni.

Objektum abrazolasahoz sziikséges képek szama

Axonometriaban tetszbleges objektum (pont) egyértelmii dbrazolasadhoz a
négy lehetséges képbdl barmelyik kett6 felvétele szitkséges és elegends is
egyben.

Megjegyzés: A miiszaki gyakorlatban legtobbszor az objektum axonometrikus és
els6 képeit adjuk meg, mivel az els6 kép feliilnézeti képnek tekinthet, ami gyakran
el6forduld nézet (példaul egy éptilet alaprajza is feliilnézeti kép).

9.8. abra. Pont abrazolasa képeivel Specialis helyzetii pontok

Ha egy pont valamelyik koordinatasikban vagy valamelyik koordinatatenge-
lyen van, abrazolasa természetesen akkor is lehetséges. A 9.9. abran baloldalt a
P pont az [x, ] koordinatasikban van, jobboldalt pedig az x tengelyen. Figyeljik
meg a kiillonb6z6 képek egybeesését!

A szerkesztés l1épései

A P és P’ pontok tetsz6legesen felveheték, de tigyelni kell arra, hogy a PP’
szakasz parhuzamos a z tengellyel. Az dbrazolas soran most nem szitkséges
feltintetni az egységeket, mivel nincs szitkségiink a P pont konkrét ko-
ordinataira, csak a pont helyzetét akarjuk meghatarozni. A feladat persze

tobbféleképpen megoldhato, itt most egy lehetséges megoldast mutatunk
be.

1. Hazzunk parhuzamost az y tengellyel P’-b6l. Ez a parhuzamos az x
tengelyt a P, pontban metszi.

9.9. abra. Specialis helyzett pontok
2. Huzzunk parhuzamost y-nal P-bél, illetve z-vel P,-bél. A két egyenes P yrenp

metszéspontja a P”” méasodik kép.
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9.1.2. Egyenes abrazolasa Egyenes képeinek meghatarozasa

Egy egyenes abrazolasa axonometriaban igen hasonlé egy pont abrazolasahoz.

Adott egy tengelykereszt képe szabad axonometridban, tovabba egy e egye-
Ez nyilvanvald, hiszen egy egyenest megadhatunk két, nem egybeesd pontjaval.

nes axonometrikus és els6 képe. Szerkesztend6 az egyenes masodik és har-
Egyenes képei madik képe. (9.11. abra)

Adott egy koordinatarendszer és egy tetszbleges e egyenes. Az e egyenes
[x,v], [x 2] és [y,z] koordinatasikokra esé meréleges vetileteit jelolje

rendre ¢’, e”’ és e’”.

Amennyiben a koordinatarendszert és az e egyenest harom vetiiletével
egyutt axonometridban abrazoljuk, akkor a kapott képek nevei:
e — az e egyenes axonometrikus képe
e’ — az e egyenes elsé képe
V4 7 . ,
e” — az e egyenes masodik képe
e’ — az e egyenes harmadik képe

A 9.1.1. fejezetben lathattuk, hogy barmely objektumot két képe egyértelmiien
meghatarozza. Ennek készonhet6en elegend az egyenest két képével abrazolni.
A 9.10. 4bran az e egyenest az axonometrikus és az els6 képével hataroztuk meg.

9.11. abra. Egyenes hidnyz6 képeinek szerkesztése

A szerkesztés lépései
A tengelykereszt és az e, e’ képek tetszélegesek.

1. Az e és ¢’ képek metszik egymast egy Ny pontban. Az e’ az e egyenes
mer6leges vetillete, ezért az e egyenes az [x, y] koordinatasikot az N -
ben metszi.

2. Az Nj pont az [x,y] sikban van, ezért N; = Nj, tovabba N’ az x-
tengelyre, N” az y-ra esik.

3. Az ¢’ mer6leges vetiilet elmetszi az x tengelyt is, legyen ez a pont az
NJ. Vegyiik észre, hogy ez a pont éppen az e egyenes és az [x, z] sik

9.10. abra. Egyenes abrazolasa axonometriaban kozos pontjanak elsé képe.
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4. Huzzunk parhuzamost N,-bdl z-vel; ez a parhuzamos kimetszi e-bl
az N, pontot.

5. Mivel az N, pont [x, z]-beli, igy a masodik képe 6nmaga (N, = N;),
mig a harmadik képe a z tengelyre esik: N,”.

6. Hasonlo logikaval kapjuk az N3 pontot, amely az e egyenes és az [y, z]
sik kézos pontja: N3 az p tengelyen van; a segitségével kapjuk az N
axonometrikus képet (N3 = N3”), végiil az NJ'-t.

7. A szerkesztésbdl vilagosan latszik, hogy az e’ els6 kép tartalmazza az
N/, N; és N els6 képeket. Ugyanez teljesiil a hidnyzé e” masodik, és
e’”” harmadik képekre is.

8. AzN{’, N} és N3 pontok egy egyenesre illeszkednek, ami az e egyenes
masodik képe: e”.

9. Az N/”, NJ” és N;” pontok pedig az e harmadik képén vannak: e””.

Egyenes nyompontjai

Azon pontokat, amelyekben egy egyenes metszi a koordinatasikokat,
nyompontoknak nevezzikk. Az [x,v], [x,z] és [y,z] koordinatasikokat az
egyenes rendre az Ny els6, N, masodik és N3 harmadik nyompontban met-
Szi.

Megjegyzés: A nyompontok definicidja hasonlé a Monge-projekci6 soran tanul-
takhoz. (Lasd a 3.2.1. fejezetet.)

Specialis helyzetii egyenesek

Specialis helyzetiinek tekintiink minden olyan egyenest, amelyek a képsikokkal
parhuzamos vagy azokra merdleges helyzettiek. A kovetkez6kben csak az [x, ]
koordinatasik esetét vizsgaljuk végig. Javasoljuk a Kedves Olvasonak, hogy a tobbi
koordinatasikra is végezze el a szerkesztéseket. (Lasd a 9.1.4. fejezetet.)
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Koordinatasikkal parhuzamos egyenes abrazolasa

Abrazoljunk egy, az [x,y] koordinatasikkal parhuzamos egyenest szabad
axonometriadban! (9.12. 4bra)

9.12. abra. Koordinatasikkal parhuzamos egyenes (f6vonal)

Ha egy egyenes parhuzamos az [x, y]-nal, akkor nem létezik elsé nyompontja,
tovabba az e és e’ képek parhuzamosak egymassal. A hianyzo képek sziikség esetén
megszerkeszthet6k, és parhuzamosak az x és y tengelyekkel.

Osszefoglalva a kapott képi feltételeket:

e’ llx; e

elle’; V.
Megjegyzés: Felhasznalva a Monge-projekciéval valé hasonlosagot, egy ko-
ordinatasikkal parhuzamos egyenest gyakran févonalnak is neveziink. (Lasd a

3.2.2. fejezetet.)

Az el6z6 feladat specialis esete, ha az egyenes épp az [x,y] koordinatasikban
fekszik (9.13. 4bra).
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N3 y x=e~
e=e
y=e"'

9.13. abra. Koordinatasikban fekvé egyenes

Koordinatasikra merdleges, koordinatatengellyel parhuzamos

egyenes abrazolasa

Abrazoljunk egy, az [x,y] koordinatasikra meréleges, azaz a z tengellyel
parhuzamos egyenest szabad axonometridban! (9.14. abra)

z e ”

€ e
r3
P e
ra
)
] —
/% = X

y N1 =€

9.14. abra. Koordinatasikra mer6leges egyenes (vetitéegyenes)
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Ha egy egyenes meréleges az [x, y] koordinatasikra, ugy els6 képe pontta fajul.

Mivel az egyenes parhuzamos z-vel, nem létezik méasodik és harmadik nyompont-
ja, valamint axonometrikus, méasodik és harmadik képei is parhuzamosak z-vel.

Osszefoglalva a kapott képi feltételeket:

e’:Nl;

77 ||

ee’ e | z.

Megjegyzés: A Monge-projekcié elnevezéseit kovetve, egy koordinatasikra

meréleges egyenest vetitdegyenesnek neveziink. (Lasd a 3.2.2. fejezetet.)

Egy érdekes példa: axonometrikus vetitéegyenes abrazolasa

Abrazoljunk szabad axonometridban egy olyan egyenest, amely a vetitési
irannyal parhuzamos! (9.15. abra)

a/// .,
T
0]
o\
/ N3
Y a”

9.15. abra. Axonometrikus vetitéegyenes

A szerkesztés lépései — utmutato

Egy, a vetitési irannyal parhuzamos egyenes minden pontjanak axonomet-
rikus képe ugyanaz, azaz az egyenes axonometrikus képe egyetlen pont (az
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abran az a-val jelolt pont). Ez az a pont tartalmazza az Ny, N, és N3 nyom-
pontok axonometrikus képeit is.

Az da’, a” és a”’ képek meghatarozasahoz meg kell szerkeszteni a nyom-
pontok elsd, masodik és harmadik képeit. Azt az érdekes eredményt kap-
juk, hogy a kapott képek parhuzamosak a koordinatatengelyek képeivel,
azonban a térben a vetit6egyenes természetesen nem parhuzamos a koor-
dinatatengelyekkel.

9.1.3. Sik abrazolasa

Ahogyan Monge-projekcioban egy sikot nyomvonalaival abrazoltunk (lasd a
3.3. fejezetet), itt is hasonlban jarhatunk el (9.16. abra).

9.16. abra. Sik megadasa nyomharomszogével

Sik nyomvonalai és nyomharomszoge

Egy tetsz6leges sik [x,y], [x,z] és [v, z] koordinatasikokkal valdé metszés-
vonalait rendre elsé, masodik és harmadik nyomvonalanak nevezzik.
Jelolések: ny, n, és nj
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Ha a siknak és a koordinatatengelyeknek a metszéspontjai az Ny, N, és N,
pontok, ugy az NN, N, A haromszdget nyomharomszognek nevezziik.

Egy sikot megadhatjuk példaul harom pontjaval is (9.17. abra).

9.17. abra. Sik megadasa harom pontjaval

Specialis helyzeti sikok

Ahogyan a korabbi fejezetekben, a specialis helyzetet itt is a koordinatasikokkal
vald kolesonos helyzet szerint értelmezziik. A valasztott koordinatasik most is az
[x,v] sik — a masik két koordinatasik eseteinek szerkesztéseit a Kedves Olvasora
bizzuk.

Koordinatasikkal parhuzamos, koordinatatengelyre merdéleges sik
abrazolasa

Abrézoljunk egy, az [x, ] koordinatasikkal paArhuzamos, azaz a z tengelyre
merdleges sikot szabad axonometridban! (9.18. bra)
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9.18. abra. Koordinatasikkal parhuzamos sik (f6sik)

Ha a sik parhuzamos az [x,y] koordinatasikkal, dgy nem létezik a metszésvo-
naluk, azaz a siknak nincs elsé nyomvonala. Ebb8]l mar kovetkezik, hogy a masik
két nyomvonal parhuzamos a koordinatatengelyekkel.

Igy a képi feltételek:

1y nem létezik; ny |l x; ns|ly.

Megjegyzés: A Monge-projekciéo mintajara, egy koordinatasikkal parhuzamos

sikokat fdsikoknak is neveziink.

Koordinatasikra merdleges, koordinatatengellyel parhuzamos sik
abrazolasa

Abrézoljunk egy, az [x,y] koordinatasikra merdleges, azaz a z tengellyel
parhuzamos sikot szabad axonometridban! (9.19. dbra)

Mivel sik parhuzamos a z tengellyel, nem létezik k6z6s pontjuk — igy a nyom-
haromszog is elfajul, és két oldalegyenese parhuzamos a z tengellyel.

A képi feltételek:

1, tetsz6leges; ny,n3 |l z.

n;
ns

1

_—

y

9.19. abra. Koordinatasiksikra merdleges sik (vetit6sik)

Megjegyzés: A Monge-projekcidban latottakhoz hasonléan, egy koordinatasik-
ra merGleges sikokat vetitdsikoknak nevezink. Az elsé vetitésikok esetén a sik
minden objektuméanak els képe az n; nyomvonalra esik.

Egy érdekes eset: axonometrikus vetitésik abrazolasa

Abrazoljunk egy olyan sikot, amely az axonometrikus vetités iranyaval par-
huzamos! (9.20. bra)

Az abra megértéséhez képzeljik el, hogy egy egyenest szeretnénk a képsikra
vetiteni. A vetitési irdny és ez az egyenes egy sikot hataroz meg — e siknak a kép-
sikkal vett metszésvonala az egyenes axonometrikus képe. Ebben a sikban azon-
ban még végtelen sok masik egyenes is van, amelyeknek a vetités soran ugyanaz
az axonometrikus képe. Ez tehat egy olyan sik, amelynek minden objektumanak
- igy a nyomvonalainak - az axonometrikus képe ugyanazon az egyenesen van.
Ezt nevezziik axonometrikus vetitdsiknak.
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9.20. abra. Vetités iranyaval parhuzamos sik (axonometrikus vetitésik)

9.1.4. Gyakorlo feladatok

A feladatok mindegyikét szabad axonometridban oldja meg! A koordinataten-
gelyeken tiintesse fel az egységeket is, ha sziikséges!

1. Abrazolja a P(-2;1;4) pontot!

2. Adott egy tetsz6leges pont masodik és harmadik képe. Szerkessze meg a hi-
anyzo elsé és axonometrikus képeket!

3. Abrazolandé egy pont az [x, z] koordinatasikban (mind a négy képével!).
4. Abrézoljon egy pontot a z tengelyen, az dsszes képe meghatarozasaval!

5. Adottak az A és B pontok elsé és axonometrikus képeikkel. Szerkessze meg
az 1(4_3) egyenes els6 és axonometrikus képét, valamint a hianyzé masodik és
harmadik képét is! (Segitségiil: megszerkesztheti az egyenes nyompontjait,
vagy az A és B pontok masodik és harmadik képeit is.)

6. Hatarozza meg egy egyenes axonometrikus és elsé képét, ha a méasodik és a
harmadik képe adott!
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7. Szerkesztendd egy egyenes elsé és masodik képe, ha az axonometrikus és a
harmadik képe adott.

8. Abrazoljon egy tetszéleges,

(@) [x,z]-vel parhuzamos egyenest;
(b) [v,z]-vel parhuzamos egyenest;
(c) [x,z]-re mer6leges egyenest;
(d) [,z]-re merdleges egyenest!

9. Abrazoljon egy tetszéleges,

(@) [x,z]-vel parhuzamos sikot;
(b) [v,z]-vel parhuzamos sikot;
(c) [x,z]-re mer6leges sikot;
(d) [v,z]-re meréleges sikot!

9.2. Illeszkedési és metszési feladatok

Ebben a fejezetben attekintjiik pontok, egyenes és sikok lehetséges kolcsonos
helyzeteit, amelyeket az 1.1. fejezetben mar lathattunk. A példak a konnyebb fel-
adatoktdl a nehezebb problémak felé tartanak. Néhany teljesen egyértelmi esetet
- példaul két pont egybeesé-e vagy kiillonbozéek — nem targyalunk.

9.2.1. Térelemek illeszkedése és parhuzamossaga
Pont illeszkedése egyenesre

Abrazoljunk egy e egyenest és egy arra illeszked$ P pontot szabad axono-
metriaban! (9.21. abra)

Egy P pont illeszkedik egy e egyenesre, ha a megfelelé képek illeszkednek
egymasra. (Ezt az illeszkedést a 9.1.2. fejezetben mar hasznaltuk.)
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Két egyenes metsz6, ha a megfelel6 képeik metszéspontjai egy pont (a metszés-
pont) képeit adjak: a 9.23. dbran e és f metszéspontja M.

z

9.21. abra. Egyenes és arra illeszked6 pont

5 ; 9.23. abra. Metsz6 egyenesparok
Két egyenes kolcsonos helyzetei

Abrazoljunk két-két egyenest szabad axonometriaban, melyek helyzete
(a) parhuzamos (9.22. abra), (b) metsz6 (9.23. abra) és (c) kitér6 (9.24. ab-
ra)!

Két egyenes kitéré, ha nem egybeesd, parhuzamos vagy metsz6 helyzetiek:
9.24. dbran a és b kitér6 egyenesek.

Két egyenes parhuzamos, ha a megfelel képeik parhuzamosak egymassal:
a9.22. abranp || g.

y

7 a
9
/\ 9.24. abra. Kitér6 egyenesek
X
- / " P

9.22. dbra. Parhuzamos egyenespar
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Két sik parhuzamossaga

Abrazoljunk két, egymassal parhuzamos sikot szabad axonometriaban!
(9.25. abra)

9.25. abra. Parhuzamos sikok

Két sik parhuzamos, ha megfelel6 nyomvonalaik parhuzamosak egymassal.

Egyenes illeszkedése sikra

Adott egy sik nyomhéaromszogével szabad axonometridban. Abrazoljunk
egy egyenest ebben a sikban! (9.26. dbra)

A szerkesztés lépései

Ha az egyenes illeszkedik a sikra, akkor nyompontjai a megfelel6 nyomvo-
nalakon vannak (példaul N; els6 nyompont az 1, elsé nyomvonalon).

1. Az egyenes egyik képét (példaul e’ elsé képét) szabadon felvehetjiik.

2. Az e’ az els6 nyomvonalat az N -ben, az x tengelyt az N;-ben metszi.
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9.26. abra. Sikra illeszkedé egyenes

3. A z-vel parhuzamost huzva N,-bél, a parhuzamos az 1, nyomvonalat
az N, nyompontban metszi. (A nyompont illeszkedik a nyomvonalra.)

4. Két pont egyértelmlien meghataroz egy egyenest, igy az e két
nyompontjanak axonometrikus képe az e axonometrikus képét adja:
L

N1N2 =e

Pont illeszkedése sikra

Adott egy sik nyomhéaromszogével szabad axonometridban. Abrazoljunk
egy pontot ebben a sikban! (9.27. abra)

A szerkesztés 1épései

A megoldashoz a ponton keresztiil egy segédegyenest vesziink fel. A se-
gédegyenest illesztjiikk a sikra, igy a pontot elegendé a segédegyenesre il-
leszteni.
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9.27. abra. Sikra illeszked6 pont

1. Induljunk ki a P pont egyik képébél, amely tetszblegesen felvehetd,
példaul a P axonometrikus képbdl.

2. A sikbeli segédegyenes legyen most parhuzamos az 1, els6 nyomvo-
nallal (és igy az [x, p]-nal is). Az axonometrikus képe: s.

3. A sikban fekvé s egyenes masodik nyompontjat az axonometrikus ké-
pek metszése adja: s és n,. metszéspontja N,.

4. Az N, els6 képe az x tengelyen nyugszik; innen kell pArhuzamost haz-
nunk az axonometrikus képével. Az eredmény az s’ els6 kép.

5. A P pont els6 képe illeszkedik s’-re, igy kapjuk P’ hianyzd képet.

9.2.2. Térelemek metszése

A kovetkezé harom alapfeladatnal erésen tamaszkodunk arra, hogy az el6z6
fejezetben mar megtanultuk egy egyenes sikra illesztését.
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Két sik metszésvonala

Adott két sik nyomharomszogeikkel szabad axonometridban. Szerkeszten-
dé6 a két sik metszésvonala. (9.28. dbra)

9.28. abra. Két sik metszésvonala

A szerkesztés lépései

Legyen a két sik 3-3 nyomvonala ny, n,, n3 és sy, sp, 3.

1. A két sik els6 nyomvonalai metszik egymast az N; pontban. Ez a pont
akeresett metszésvonal elsé nyompontja, hiszen a metszésvonal mind-
két siknak eleme, igy elsé nyompontja mindkét nyomvonalon rajta
van.

2. Hasonléan kapjuk a harmadik nyomvonalak N3 metszéspontjat,
amely a metszésvonal harmadik nyompontja.

3. A két nyompont egyenese a metszésvonal axonometrikus képe:
L —
N1N3 =m.

4. Az Nj els6 képét felhasznalva kapjuk a metszésvonal m” els6 képét.



9.2. ILLESZKEDESI ES METSZESI FELADATOK

FEJEZET 9. AXONOMETRIA

Sik és egyenes doféspontja 1.

Adott egy sik nyomharomszogével és egy egyenes két képével szabad axo-
nometriaban. Szerkesszitkk meg a sik és az egyenes kozds pontjat, azaz a
doféspontot! (9.29. bra)

9.29. abra. Nyomharomszogével adott sik déféspontja

A szerkesztés l1épései

Mind a sik, mind az egyenes tetszélegesen felvehetd; az egyenest e axono-
metrikus és e’ els6 képével adjuk meg. A feladatot visszavezetjik két egye-
nes metszésére; az e egyenes ugyanis a sik végtelen sok egyenesét metszi.

1. Tekintsiik az egyenes e’ els6 képét. Legyen ez egytttal egy sikbeli f
egyenes els6 képe is: f’.

2. Hatarozzuk meg az f axonometrikus képét, a 9.2.1. fejezetben latot-
taknak megfelelSen: f.

3. Az e és az f egyenesek kozos (vetitd)sikban vannak. Ezért a metszés-
pontjuk létezik: D pont. A D egyntttal az e és a sik kozos pontja is.
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4. Végil, hatarozzuk meg a déféspont hianyzo6 képeinek egyikét, itt a D’
els6 kép a logikus valasztas.

Fontos megjegyzés: A most bemutatott szerkesztési eljaras ugyanaz a
fedGegyenespar-modszer, mint amit a Monge-projekci6é esetében is lathattunk.
(Lasd a 4.2.1. fejezetet.) A példaban az e és f egyenesek ,fedésben” vannak, ha az
els6 képeiket vizsgaljuk.

Sik és egyenes doféspontja 2.

Adott egy sik harom pontjaval (A, B és C), valamint egy egyenes szabad
axonometridban. Szerkesztend§ a sik és az egyenes doféspontja. (9.30. abra)

&z

9.30. abra. Harom pontjaval adott sik déféspontja

A szerkesztés lépései

Adjuk meg a sik és az egyenes képeit; legyenek ezek az axonometrikus és
els6 képek: A, B, C, A’, B’, C’, tovabba e és e’.



FEJEZET 9. AXONOMETRIA

9.2. ILLESZKEDESI ES METSZESI FELADATOK

A feladatot az el6z6 példa mintdjara oldjuk meg, ismét egy sikbeli segéd-
egyenest (itt csak szakaszt) hasznalunk.

1. Az e egyenes és a haromszog latszélagos metszéspontjai: P és Q. -
Legyen a PQ szakasz olyan sikbeli szakasz, amelynek axonometrikus
képe egybeesik az e axonometrikus képével.

2. AP pontaz AC,a Q pont az AB oldalon nyugszik, ezért az els6 képeik
is a megfelel$ oldalak els6 képeire illeszkednek: P’ és Q’.

3. Mivel az e-nek és a PQ-nak ugyanaz az axonometrikus képe, ezért van
kozos sikjuk. (Ez a sik egy axonometrikus vetitésik.)

4. Az ¢’ és P’QQ’ képek metszéspontja a kozos pontjuk els6 képe: D’

5. A szokott médon meghatarozhatjuk a D axonometrikus képet is; a
kapott pont a haromszog és az egyenes déféspontja.

Megjegyzés: Mindharom példaban az eredményeket lathatosag szerint abrazol-
tuk. Ilyen esetekben az x, y és z tengelyek pozitiv részei altal hatarolt térnyolcadot
tekintjiik lathato résznek, a sikokat pedig atlatszatlannak tételezziik fel.

9.2.3. Gyakorlo6 feladatok

A feladotok mindegyikét szabad axonometridban oldja meg!

1. Adott egy

(a

) [x,z]-vel parhuzamos
(b) [y,z]-vel parhuzamos
) [x9]
) [

(c
d

X,v]-ra mer6leges

y
X, z]-re mer6leges

egyenes. Abrazoljon az egyenesen egy tetszbéleges pontot! (Figyeljen arra,
hogy egy pontot egyértelmiien két képe hatarozza meg!)

. Adott egy

(@) [x,v]-ra meréleges
(b) [v,z]-re merdleges

(¢) [x,v]-nal parhuzamos

sik. Adjon meg ebben a sikban egy tetsz6leges pontot!

. Adott egy ABCA axonometrikus és elsé képeivel. Hatarozzon meg a harom-

sz0g belsejében egy tetsz6leges pontot! (Segitség: El6szor illesszen egy segéd-
szakaszt a haromszogre.)

. Adott egy ABCA haromszog axonometrikus és els6 képeivel. Szerkessze meg

a haromszog sikjanak nyomvonalait! (Segitség: A haromszog két egyenesé-
nek nyompontjait kell megszerkeszteni. A megfelel6 nyompontokat ssze-
kotve kapjuk a nyomvonalakat.)

. Szerkessze meg két sik metszésvonalat, ha az egyik sik

(@) [x,v]-nal parhuzamos;
(b) [x,z]-vel parhuzamos;
(¢) [x,y]-ra merdleges;
(d) [v,z]-re merdleges!

. Szerkessze meg egy nyomharomszogével adott sik és egy e egyenes dofés-

pontjat, ha az egyenes
(a) axonometrikus és masodik képeivel adott;
(b) mer6leges [x,p]-ra;

(c) parhuzamos [x, y]-nal!

. Adott egy ABCA haromszog és egy e egyenes axonometrikus és harmadik

képeikkel. Szerkesztend6 a doféspontjuk.
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9.3. Specialis axonometriak

Az eddigi feladatokban nem foglalkoztunk specialis vetitési irannyal, specialis
allasu tengelykereszttel, illetve specialis révidiilésekkel. Azonban a muszaki gya-
korlatban sokszor ilyen axonometridkkal dolgozunk. (Emlékeztetd: a rovidiilés de-
Az axonometrikus rendszer megvalasztasakor mérlegelendé szempont egyfeldl a
szemléletes abrazolasmod, illetve az, hogy metrikus feladatokat specialis axono-
metridkban tudunk kénnyen megoldani — lasd a 9.3.2. fejezetet és a 9.3.3. fejezetet.

9.3.1. Legfontosabb specialis axonometriak

Merdleges és ferde axonometriak

Ha egy axonometria vetitési iranya mer6leges a képsikra, ugy merdleges
(vagy ortogonélis) axonometriarél beszéliink. Minden mas esetben az axo-
nometria ferde (vagy klinogonalis).

Meréleges axonometria esetén mindig szép, szemléletes képet kapunk. Ferde
axonometridknal — a tengelykereszt és a rovidiillések megvalasztasatol fiiggéen —
eléfordulhat, hogy torznak latszik az objektum képe.

A kovetkezd fejezetekben bemutatott specidlis ferde axonometriak akkor
hasznosak, ha fontos a konny(i mérhetéség: akar mert manualisan szerkesztjiik a
képet, akar mert arra szanjuk az abrat, hogy a méretek valodi nagysagban gyorsan
olvashatdk legyenek.

Fontos megjegyzés: A miszaki gyakorlatban a valédi nagysag alatt az
objektum adott léptékti (azaz altalaban kicsinyitett) képét értjiuk.

A leggyakrabban el6fordul6 axonometriakat a tengelyek egységébdl képezhetd
egységkocka segitségével mutatjuk be.
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Frontalis axonometria

Ebben a ferde axonometridban a képsik az [x, z] koordinatasik (9.31. 4bra). Az x
és z tengelyeket valodi nagysagban latjuk, igy a rovidilésik: g, =1 és g, = 1. Az
y tengely rovidiilése tetszéleges, altalaban % vagy % Ha g, = 1, akkor kavalier-
axonometriarol beszéliink.

Ez az axonometria konnyen alkalmazhato, ugyanis az [x,z] sik valodi nagy-
sagban latszik, és igen konnyen elérhetd, hogy az [x, y] koordinatasikon is valodi
nagysagban szerkeszthessiink. (Lasd a 9.3.2. fejezetet.)

Madarvetiilet

A frontalis axonometridhoz igen hasonl6 ferde axonometria, csak itt az [x,p]
koordinatasik a képsik (9.31. abra). A z tengely révidiilése tetsz6leges. Ha g, = 1,
akkor a madarvetiiletet katonai vetiiletnek is nevezziik.

Ez az axonometria nagyon hasznos, ha példaul egy épiilet alaprajzat valodi
nagysagban szeretnénk latni.

9.31. abra. Frontalis axonometria és madarvetiilet
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Miiszaki tengelykereszt Merdéleges axonometria

Ez a ferde axonometria olyan tengelykereszttel és rovidiilésekkel bir, hogy axo- Mint a 9.3.1. fejezetbeli definicidban is lattuk, merbleges axonometria esetén a
nometrikus képe egy meréleges axonometria képéhez hasonlit (azaz szemléletes), vetités irAnya merdleges a képsikra. Egy test axonometrikus képének el6allitasa-
de egyszer(ibben mérhet6 (9.32. abra). hoz tehat elegendd ezen vetitési irany megadasa: a képsik erre nyilvan meréleges,

konkrét pozicidja pedig nem befolyasolja a képet.

A képsik rogzitéséhez és a tovabbi szerkesztésekhez szitkségiink van a képsik
és a koordinatasikok metszésvonalaibol allo nyomharomszogre. A képsik és a
koordinatatengelyek metszéspontjait altalaban rendre Ny, N, és N, jelolik.

Egy merdéleges axonometria meghatarozasa

Meréleges axonometridban a képsik N, N, N;A nyomharomszoge mindig
hegyesszogli. A nyomharomszog magassagvonalai a koordinatatengelyek
axonometrikus képei, igy a nyomharomszdg magassagpontja az origo axo-
nometrikus képe.

9.32. abra. Miszaki tengelykereszt

A tengelykereszt felvételének lépései:

1. Vegyiik fel az O origét és a z tengelyt.
ns

2. Allitsunk merdlegest O-bol a z-re, majd mindkét iranyba mérjiink fel 8-8 egy-

n;
séget (példaul cm-t).

3. A kapott végpontokbol, az el6z6 egyenesre merélegesen mérjiink lefelé (—z
irAnyban) a bal oldalon 7, a jobb oldalon 1 egységet.

n;
4. Az utolso lépésben kapott két végpontot kossiik 6ssze az O-val, igy kapjuk x

az y és az x tengelyeket.
9.33. abra. Mer6leges axonometria

5. A rovidilések: g, = 1, q, = % q, = 1. (Az abran a rovidiilések segitségével
vettiik fel az egységkocka éleit.)
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Egy meréleges axonometria nyomharomszogének megadasa (9.33. abra):

1. Vegyunk fel egy tetszbleges tengelykeresztet, figyelve arra, hogy késébb ez a
harom egyenes egy hegyesszogi haromsz6g harom magassagvonala lesz.

2. A nyomhéaromszog egyik csucspontja (példaul N,) tetszélegesen kijel6lhe-
t6. (A tengelykereszt felvételével a képsik allasat mar rogzitettiik, egyetlen
csucspont kijelolésével pedig ennek pontos helye is meghatarozasra keril.)

3. Allitsunk merdlegest az N,-bél a z tengelyre — ez az N, pontban metszi az
v tengelyt.

4. Allitsunk merdlegest az N,-bol az x-re — ez az N,-ben metszi a z tengelyt.
5. Az el6allt NN, N, A haromszog a képsik nyomharomszdge.

A szerkesztés soran kiindulhatnank a nyomhéaromszogbdl is, hiszen a magas-
sagvonalak megszerkesztésével a tengelyekhez jutunk.

Megjegyzések:

» Mer6leges axonometriaban lehet6ség van a koordinatasikokat valodi nagy-
sagban latni, leforgatas segitségével. (Lasd a 9.3.3. fejezetet.) [gy lehetévé valik
Osszetett objektumok szerkesztése, tovabba utolag elkészithetjiik a tengelyek
rovidiilését is, ha sziikséges.

« A szamitégépes programok legtobbszor mer6leges axonometriat alkalmaz-
nak. Az adott program a vetitési irdny és az objektum haromdimenzids ada-
tai alapjan kiszamitja az axonometrikus képet, igy a megjelenitéshez nincs
szitkség a nyomharomszogre és a koordinatasikokra esé vetiiletekre.

Izometrikus axonometria

Az izometrikus axonometria olyan merdleges axonometria, ahol mindharom
tengely rovidiilése ugyanakkora, és a tengelyek képei 120°-ot zarnak be egymas-
sal (9.34. abra). A nyomharomszog igy értelemszertien egy szabalyos haromszog.
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9.34. abra. [zometrikus axonometria

Ezen axonometria elénye nyilvan a konnyt szerkeszthetéség — az azonos sz6-
geknek és rovidiléseknek azonban az az ,ara”, hogy egy altalanos vetitési iranyhoz
képest a kép olykor nehezebben értelmezhetd, és tobb véletlenszerti egybeesést
tartalmaz (lasd O és E pontok). Nem véletlen, hogy optikai illazidk esetében is
gyakran alkalmazzak.

9.3.2. Koordinatasik leforgatasa frontalis axonometriaban

Frontalis axonometridban az [x,z]| sik maga a képsik, ott minden objektum
valodi méreteiben lathato. A cél az, hogy az [x, y] (vagy az [y, z]) koordinatasiko-
kat is valédi nagysagban lassuk, hiszen igy tudunk ott szerkeszteni. A megoldas
igen egyszert: az [x,y] koordinatasikot leforgatjuk a képsikba. (A 9.35. 4bran az
axonometrikus képeket ideiglenesen ujra felillvonassal jeloltiik.)

Az x tengely (és minden pontja) a forgatas soran a helyén marad, azaz x = (x).
Az y tengely leforgatottja pedig merdleges az x-re: (x) L(y). A rovidilést felhasz-
nélva, ha (példaul) q, = % és az y-on 1év6 Y pont tavolsaga O-t6l 2 egység, akkor
az (O) és (Y) kozotti tavolsag 3 egység. Ezzel az [x, y] koordinatasikot leforgattuk,
a forgatott képeken minden valddi nagysagban szerkeszthetd.
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») 9.36. abra. Pont leforgatott képének szerkesztése frontalis axonometriaban

9.35. abra. Koordinatasik leforgatasa frontalis axonometridban

Kimondhatjuk, hogy a koordinatasik axonometrikus és leforgatott képe tengelyes
affinitassal egymasnak megfeleltethetd.

Tegyiik fel, hogy adott egy P pont az [x,y]-ban. Keressiik a leforgatott képét.
(9.36. &bra) i’ Megjegyzés: Ugyanilyen modon a képsikba forgathato az [y, z] koordinatasik is.

1. Kossiik 6ssze a P-t az Y-nal; a kapott e egyenes az x tengelyt egy T = (T)

A leforgatas alkalmazasara tekintsiink egy klasszikus példat:
fixen marad6 pontban metszi.

[x,v]-beli szabalyos sikidom szerkesztése
2. Az e forgatott képét barmely két pontjanak leforgatott képe meghatarozza, » . . o
ezért () = W Adott e_gy frontalis axonometria, ahol 9y = 3. tovabba egy, az [x,y]-ban
fekvé AB = a szakasz. Szerkesztend6 olyan szabalyos haromszog az [x,p]
3. Mivel az axonometria aranytarté, ezért az YP és PT szakaszok aranyat kell koordinatasikban, amelynek egyik oldala az AB. (9.37. abra)
atmasolni a leforgatottra. A parhuzamos szel6k tételét felhasznalva, P-bdl
parhuzamost huzunk az Y(Y) szakasszal, igy a (P) ponthoz jutunk.

A szerkesztés 1épései

Vegyiik észre, hogy az [x,p] és leforgatottja kozott egy olyan sikbeli transz-

o) ' i ) ] ] Adott a tengelykereszt,  tengely révidiilése és AB axonometrikus képe.
formacié van, amely aranytart6d, parhuzamossagtartd, van egy fixen maradd

egyenese (x), valamint a megfelel pontokat ugyanaz a parhuzamos irany koti 1. Forgassuk le az [x, y] koordindtasikot és abban az AB szakaszt.
>
Ossze (a Y(Y) egyenes). Ez a transzformacié a mar jol ismert tengelyes affinitas. (a) Jeloljunk ki az y tengelyen egy tetsz6leges Y pontot.

(Lasd a 2.2.1. fejezetet.)
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S=(S) 0=(0) U-U)  T~(T)

x=(x)

Y)
)

9.37. abra. Szabalyos haromszog szerkesztése frontalis axonometriaban

(b) Az x forgatott képe 6nmaga, az (y) pedig merdleges erre. Az (Y)
pont meghatarozasahoz a rovidiilést kell hasznalni. (Ha 1 egység
volt az OY axonometrikus képe, akkor (O)(Y) hossza 2 egység.)

(c) Forgassuk le a szakasz egyik végpontjat, az Y pont segitségével.
Legyen az az A pont (és az (A) leforgatott képe). (Lasd a feladat
el6tti elméleti részt; a fixen maradé pont a T pont.)

(d) Szintén a tengelyes affinitast felhasznalva, példaul A (és az S)
segitségével hatarozzuk meg a B pont forgatott képét is: (B)

2. Szerkessziink szabalyos haromszoget, amelynek egyik oldala (A)(B).
3. Forgassuk ,vissza” a hidnyzo6 (C) csicsot.

(a) Kossiik ossze a (C)-t egy olyan leforgatott ponttal, amelynek az
axonometikus képe is ismert, példaul az (A)-tal.

(b) Tengelyes affinitassal adodik a C axonometrikus kép. (Az (A)(C)
egyenes a tengelyt az U = (U) fixpontban metszi.)

Az affinitas miatt természetes, hogy a szabalyos haromszog képe egy alta-
lanos haromszog.

A kovetkezd feladat egy egyszer(i, sematizalt épiiletet abrazol, melynek képe
gyorsan (leforgatas nélkiil) megszerkeszthetd, a helyzetének koszonhetéen. Ez a
példa jol szemlélteti, miért kedvelt 4brazolasi eljaras a frontalis axonometria a mu-
szaki életben.

Egyszerii épiilet axonometrikus képe

Adott egy frontalis axonometria, ahol g, = % Abrazoljunk olyan 3 cm ol-
dalhosszusagu kockat, amelynek egyik cstcsa az O, élei a koordinataten-
gelyekre illeszkednek! A kocka fedélapjara illessziink egy négyzet alapu
egyenes gulat, amelynek alapélei 3 cm hossztak, és a magassaga 1,5 cm!
(9.38. abra)

M
z
/
4
4
¢~ G
/// K
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D=0 C
// X
i

9.38. abra. Sematizalt épiilet képe frontalis axonometridban
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A szerkesztés lépései
A kocka meghatarozasa:

1. Ha az y tengely rovidiilése %, akkor a kocka alapjanak axonometrikus
képe egy olyan paralelogramma, amelynek oldalhosszai 3 és 1,5 cm.
Ezért az AD és BC képek hossza 1,5 cm, mig AB és CD képek hossza
3 cm.

2. Az tengely révidiilése 1, azaz ,nem rovidil”, igy az azzal parhuzamos
egyenesekre minden val6di nagysagban mérheté fel. Az AE, BF, CG
és DH fuggoéleges élek egyarant 3 cm hosszisaguiak.

A fedélapra illesztett gula megszerkesztése:
1. Jeloljuk ki a fed6lap K kozéppontjat, az atlok segitségével.

2. A gula magassaga z-vel parhuzamos, ezért elegendé K-bdl a z ten-
gellyel parhuzamos egyenesre 1,5 cm-t felmérni. A szakasz végpontja
a gula csacspontja: M

3. A gula oldalélei az EM, FM, GM és HM szakaszok.

Jeloljiik a lathatosagot is a kész abran.

9.3.3. Koordinatasik leforgatasa merdleges axonometriaban

A frontalis axonometridhoz hasonléan, merdleges axonometridban is le-
hetséges a koordinatasikok képsikba forgatdsa. A leforgatas segitségével a
koordinatasikokon minden sikbeli szerkesztés elvégezhetd. (9.39. abra)

Valasszunk ki egy koordinatasikot, példaul az [x, p]-t. A célunk az, hogy a képsik
nyomharomszogének 1, oldalegyenese korill az [x, y]-t a képsikba forgassuk. Az
ny a leforgatas soran fixen marad, igy N, és N, fixpontok. Az O origé a forgatas
soran egy koron mozog, amelynek kézéppontja N, a kor sikja mer6leges az n;-re.
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9.39. abra. Koordinatasik leforgatasa meréleges axonometriaban

Az O pont, valamint az N, és N, fixpontok segitségével az x €s az y tengelyek a
képsikba forgathatok.

Térjiink at az axonometrikus vetiiletekre, ahol a tengelykeresztet és a képsik
nyomharomszogét mar felvettik (9.40. abra). Azt is tudjuk, hogy n; = (17).

Az a koriv, amelyet az O pont ir le a forgatas soran, szakaszként latszik ezen a
meréleges vetiileten. Allitsunk ezért merdleges egyenest O-bédl az n;-re, ezen az
egyenesen van a keresett (O) pont.

Az x ésy tengelyek N, és N, pontjai fixen maradnak, ezért az (x) és (y) forgatott
képeknek is pontjai. Az x és y tengelyek merélegesek egymasra, amelyet a lefor-
gatott képen latnunk kell. Ezért az N, N, szakasz f61¢ irt Thalész-korre illeszkedik
az (O).

A két megallapitasbol kovetkezik, hogy az elébbi Thalész-kor és az O-bodl
allitott merd6leges metszéspontja az (O) pont. (A kornek és az egyenesnek két
koz6s pontja van, altalaban az O-tdl tavolabbi metszéspontot valasztjuk leforga-

tott képnek.) Innen mar evidens, hogy a tengelyek leforgatottjai: (x) = ON, és
(y) = ON,. Ezzel a két egyenesével forgattuk le a teljes [x, y] koordinatasikot.
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Legyen a P az [x,y] tetszéleges pontja. Szeretnénk ezt a pontot is leforgatni, az Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a frontalis és a mer6leges axonometria esetén
(O, (0)) pontpar segitségével. (9.40. abra) a koordinatasik leforgatasanak technikéja igen hasonlé. (Lasd a 9.3.2. fejezetet.)

1. Az @ egyenes az n; nyomvonalat a T = (T) fixpontban metszi.
[x,v]-beli szabalyos sikidom szerkesztése

-
2. Két pontja segitségével az elébbi egyenes forgatott képe az (O)(T). .
Adott egy merdleges axonometria, valamint egy, az [x, y]-ban fekvé AB = a

3. Az axonometria megtartja az egyes egyeneseken fellép6 aranyokat, ezért az szakasz. Szerkesztendd olyan négyzet az [x,y] koordinatasikban, amelynek
OP és PT szakaszok aranyat kell a leforgatott képre atmasolni. Parhuza- egyik oldala az AB. (9.41. abra)
—
mos szel6k tételével megszerkeszthet6 a (P) pont. (O(O) és P(P) parhuzamos
egyenesek.)
N z
‘ z
(0]
ns
0 )2 5-(5) </ ()
= N, n;=(n,
Ny:(Ny N
I’l1 =(I’l1) N
y
©)

9.40. abra. Koordinatasik leforgatasa merdleges axonometriaban

Lathato, hogy ez a leforgatas egy fixen maradd egyenessel (17 = (17)) rendel-
kez6 parhuzamossag- és aranytartd transzformacid, amelyben az O képe (O).
Ebbél kovetkezik, hogy az [x,v] koordinatasik axonometrikus és forgatott képe
merdéleges(!) affinitassal egymasnak megfeleltethetd. (Lasd a 2.2.1. fejezetet.)

9.41. abra. Négyzet szerkesztése merbleges axonometriaban
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A szerkesztés 1épései

Kiindulasként vegyiik fel a meréleges axonometria tengelykeresztjét tet-
sz6legesen, és hatarozzunk meg ahhoz a képsik nyomharomszogét. Jeloljik
ki az AB axonometrikus képét is.

1. Forgassuk le az [x,v] koordinatasikot, és az AB szakaszt.

(a) Az ny = (n7) nyomvonal és minden pontja fixen marad. A ko-
rabban ismertetett modon forgassuk le az O pontot: (O).

(b) Forgassuk le példaul az A végpontot. Alkalmazzuk az n; tenge-
lyd, (O, (O)) pontparral bird mer6leges affinitast. (Lasd a 9.40. ab-
rat.)

(c) A merdleges affinitast ismét felhasznalva, hatarozzuk meg a B
pont forgatott képét is: (B). (Az abran az A pont segitségével szer-
kesztettik meg.)

2. Szerkessziink négyzetet, amelynek az (A)(B) szakasz az egyik oldala:
(A)(B)(C)(D).

3. Forgassuk ,vissza” a (C) és (D) csucsokat.

(a) A (B,(B)) pontpar felhasznalasaval (C)-bdl a C axonometrikus
kép konnyen szerkeszthetd. A (B)(C) oldal elmetszi az affinitas
tengelyét, amely igy az axonometrikus képnek is eleme. A B-bdl
ezen a ponton at egy félegyenest rajzolunk, majd a (C)-bdl ha-
zott, ny-re mer6leges egyenes (azaz az affinitas iranya) kimetszi
a keresett C pontot.

(b) A D pont esetén kihasznalhatjuk, hogy a parhuzamossagtartas
miatt a négyzet képe egy paralelogramma.

A fejezet utols6 példajaban egy adott élhosszisagi kocka képét szerkesztjik
meg. A frontalis axonometriaval ellentétben, itt a z tengelyen nem mérhetjiik fel

valddi nagysagban a magassagot.

Specialis helyzetii kocka szerkesztése

Abrazoljunk meréleges axonometridban egy olyan 3 cm élhossztisagu koc-
kat, amelynek egyik csiicsa az origd, és oldalélei a koordinatatengelyekre
illeszkednek. (9.42. 4bra)

A szerkesztés lépései

Adott a mer6leges axonometria tengelykeresztje és a képsik nyomharom-
szoge. A feladat megoldasahoz minden eszkdz a rendelkezésiinkre all.

1. Az [x,y]-beli négyzet megszerkesztése

(a) Forgassuk le az [x, y]| koordinatasikot.

(b) A (x) és (v) tengelyekre (az (O)-t6l) mérjiink fel a 3-3 cm-t: (A)
és (C). Szerkesszitk meg a (B) csucspontot is.

(c) A mer6leges affinitas irdnyaval adjuk meg az A és C axonomet-
rikus képeket. A B pontot a képnek mint paralelogrammanak a
hianyz6 csucsaként kapjuk.

2. Magassag felmérése a z tengelyre

(a) Forgassukle az[x, z] koordinatasikot. A leforgatas technikéja tel-
jesen megegyezik az [x, y] koordinatasiknal latottakkal: a nyom-
haromszog megfelelé oldalara Thalész-kort irunk, majd O-bol
erre az oldalra allitott mer6leges egyenes adja az O forgatott ké-
pét. Ezt a leforgatott képet [O]-val jeloltik, a koordinatatenge-
lyek forgatott képei: [x] és [z].

(b) Mérjik fel [z]-ra az [O]-bdl a kocka magassagat, igy kapjuk a [D]
pontot.

(c) Mero6leges irannyal adodik [D]-bdl a D axonometrikus kép.

3. Toljuk el az OD fiiggdleges élt a kocka alapjanak tobbi csucsaba: AE,
BF és CG. A kocka fedélapja a DEF G négyzet.
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n.=[n,]J z

[2]

©)

9.42. abra. Specialis helyzetii kocka szerkesztése

9.3.4. Gyakorlo feladatok

A feladatokban az adott axonometria tengelykeresztjét és esetleges rovidiiléseit
tetszblegesen felveheti.
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. Szerkesszen 2 cm alapéld, 3 cm magassagu, [x, y]-on allo, négyzet alapu egye-

nes gulat
(a) madarvetuletben;
(b
(c

(d) mtszaki tengelykereszt felhasznalasaval!

katonai vetuletben;

izometrikus axonometridban;

)
)
)
)

. Szerkesztendd

(a) frontalis axonometridban

(b) merdleges axonometridban

olyan szabalyos haromszog alapu egyenes hasab, amelynek alaplapja [x, p]-
beli, alapélei 3 cm hosszuak, magassaga 4 cm. (Segitség: A feladatnak végtelen
sok megoldésa van, ugyanis a szabalyos haromszog tetsz6legesen elhelyezhe-
t6 a koordinatasikban.)

. Szerkesztendd

(a) frontalis axonometridban

(b) mer6leges axonometridban

egy négyzet alapu egyenes gula, amelynek alaplapja az [x, z| sikban van, az
alaplap egyik cstcsa az y tengelyen van, alapélének hossza tetszbleges, a ma-
gassaga az alapél hosszanak kétszerese. (A négyzet alaplap a koordinatasik-
ban barhol elhelyezhetd.)



10. fejezet

Perspektiva

10.1. A perspektiva alapjai

A perspektiva egyetlen képsikra torténé kozéppontos vetités. E vetitési mod
igen hasonl6 ahhoz, amit példaul a fényképek révén ismertink — a miszaki gya-
korlatban ennek megfeleléen perspektiv képek segitségével szokas szemléletes
és kozértheté moédon bemutatni a terveket. Erdemes ugyanakkor tudatositani,
hogy bar a perspektiv kép szamunkra ,természetesnek” tlinik, ez az abrazolasi
mod is konszenzuson alapuld szabalyrendszer alkalmazasan alapul. (Eurépaban
mar a fényképezégép megjelenése el6tt is késziltek szabatos perspektiv képek,
festmények — am a tavol-keleti vagy bizanci festészet példaul nem (nem igy) élt
ezzel az eszkozzel.)

Mint a 10.1. dbran is megfigyelhetd, a perspektiv képen a parhuzamos élek
(példaul a falak fuggdleges élei) Gsszetartanak, és a nézéponttdl tavolabbi élek
(példaul a falak vizszintes élei esetén) révidebbnek latszanak, mint a kozelebbiek.
A parhuzamos vetitéssel szemben tehat itt komoly jelentéséget kap a nézpont
helye, tavolsdga is — ahogy a valésagban sem ugyanazt a képet kapjuk, ha
tényképezéskor kozelebb megyiink a témahoz, mint ha a zoommal rakozelitiink.
Természetesen most is fontos a nézet (vetités) iranya - a kovetkez6kben az
ugynevezett allo képsikii perspektiva szabalyait vizsgaljuk, amikor (nevéhez
méltoan) a fiiggbleges a képsik (10.1.2).
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10.1. abra. Kecskeméti jatszohaz perspektiv belsé képe
egy tet6én betekinté madar, illetve egy vakond szemsz6gébél (tervezd: Kerényi Imre)
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10.1.1. Végtelen tavoli elemek

A végtelen tavoli pontokrdl a 2.2.2. fejezetben mar emlitést tettiink: minden
egyeneshez ,hozzdadhatunk” még egy pontot, az egyenes végtelen tavoli pontjat.
Ha két egyenes parhuzamos, akkor a végtelen tavoli pontjuk azonos. (10.2. 4bra)

Ve
€ /
Ve /
g
10.2. abra. Parhuzamos egyenesek végtelen tavoli pontja

Ezt a gondolatot altalanosithatjuk. A tér barmely sikjat kiegészithetjik egy
egyenessel, a sik végtelen tavoli (idealis) egyenesével. Ezen a végtelen tavoli
egyenesen rajta van a sik Osszes egyenesének Osszes végtelen tavoli pontja.
(10.3. 4bra)

10.3. abra. Sik végtelen tavoli egyenese

Ha két sik parhuzamos, akkor a végtelen tavoli egyenesiik azonos. (10.4. dbra)
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10.4. abra. Parhuzamos sikok végtelen tavoli egyenese

10.1.2. A perspektiv leképezés rendszere

Adott egy sik és egy arra nem illeszked6 pont. Ha a tér pontjait a pon-
ton mint centrumon keresztill a sikra mint képsikra vetitjiik, egy centralis
vetitést kapunk — lasd a 2.1. fejezetet. Az igy kapott leképezés nem(!) parhu-
zamossagtartd és nem(!) aranytart6. Erre szép példat lathatunk a 10.3.1. fejezetben.

(Al16 képsikin) perspektiva

Legyen adott egy centralis vetitési rendszer K képsikkal és C centrummal
a végtelen tavoli elemekkel kibévitett térben. Vegyiink fel egy, a képsikra
merdleges A sikot, az un. alapsikot, tovabba egy ezzel parhuzamos, a
centrumot tartalmazo H sikot, amelyet horizontsiknak neveziink. Az ilyen
modon megadott centralis vetitést allo képsikul perspektivanak, roviden
perspektivanak nevezzik.

A centrum képsikra es6 merdleges vetillete az F fépont. A centrum és
a képsik tavolsaga a d-vel jelolt distancia. Az alapsik és a képsik met-
szésvonala az alapvonal, a horizontsik és a képsik metszésvonala pedig
a horizontvonal. Az abrazolandé objektumok altaldban az alapsikon és a
képsik mogott vannak, a kapott képet perspektiv képnek nevezziik.
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Az alapsikot altalaban vizszintesnek, a képsikot fiiggélegesnek tekintjik.

A perspektiva rendszere egyértelmtien adott, ha ismerjiik a képsikot, az
alapsikot és a centrumot. Ezzel egyenérték, ha ismert a képsikon az alap-
vonal, a horizontvonal, a f6pont és a distancia. (Ez utobbi két adatot meg-
adja a centrum forgatott képe, amelyrél kés6bb lesz sz6.)

10.5. abra. A perspektiv rendszer alapelemei

Megjegyzés: Ha a képsik és az alapsik nem 90°-ot zar be egymassal, dolt
képsikua perspektivardl beszélink.

A horizontvonal elnevezése nem véletlen. Ha centrumnak egy fényképezégépet
képzelunk el, akkor a horizontvonal esetében a hétkoznapi életben is hasznalatos
horizontra lehet gondolni: a talajjal parhuzamos (vizszintes) egyenesek képei a
horizonton talalkoznak (10.6. abra). (Az alapvonallal most nem foglalkozunk.)

Perspektiv képek szerkesztéséhez szitkség van még egy lépésre: az alap- és
horizontsikot a képsikba forgatjuk (90°-kal). Ekkor a centrum forgatott képe
a képsikba kertiil, ezt [C]-tal jeloljuk.
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10.6. abra. A nyirbatori kastély, a horizontvonal feltiintetésével

képsik elttinési sik
horizontsik 4] h C . F h
/ 0
d
alapsik Ala 4 a
J *[c]
oldalnézet

10.7. abra. Az alap- és horizontsik képsikba forgatasa

A 10.7. abra bal oldalan egy oldalnézeti képet lathatunk a sikok ,6sszehajta-
sarol”. Az abra jobb oldalan a képsikot latjuk — késébb minden szerkesztést itt
végzink el. A képsikon 1év6 adatokbol leolvashaté minden, a perspektiv rendszer
rekonstrualasihoz sziikséges informacio: a d distancia, amely [C] és h tavolsaga;
a centrum alapsiktol valo tavolsaga pedig az a és h kozotti tavolsag (mivel C a
horizontsikba esik).



10.2. PONT, EGYENES ES SIK ABRAZOLASA

FEJEZET 10. PERSPEKTIVA

Megjegyzések:

+ Az alapsik 90°-os leforgatasat (az alapvonal koriil) csak késébb, a 10.4.2. fe-
jezetben targyaljuk részletesen.

+ Az oldalnézeti abran lathatoé egy olyan sik, amely athalad C-n, és parhuza-
mos a képsikkal. Erre az un. eltiinési sikra most nem lesz sziikségiink, de igen
szép geometriai tulajdonsaga van: a pontjainak perspektiv képei ,elttinnek”,
pontosabban a perspektiv képek végtelen tavoli pontok.

10.2. Pont, egyenes és sik abrazolasa

Bevezetésként vizsgaljuk meg a 10.8. abrat, amely egy alapsikban 1év6 pont
perspektiv képének szerkesztését szemlélteti:

10.8. abra. Alapsikban 1év6 pont perspektiv képének szerkesztése
Megjegyzés: A szemlélteté abrakon a perspektiv képeket p indexszel lattuk el,
a végleges perspektiv képeken azonban ezt a plusz jelolést elhagyjuk.

Eszrevehetjiik, hogy a P pont 4brazolasihoz egy alapsikban fekvé e egyenest
hasznéaltunk fel. Ennek az az oka, hogy nem lehet egy pontot pusztan a perspektiv
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képével meghatarozni — nem tudjuk csak a perspektiv kép segitségével rekonstru-
alni a pont eredeti helyét - figyeljik meg a 10.9. abrat.

ho, F
P
d [ ]
a 4
L ] [C]

10.9. abra. Pont — hidnyos - perspektiv képe

Ezt a problémat konnyedén feloldhatjuk. A perspektiv szerkesztések alapja a
pont abrazolasa helyett az egyenes abrazolasa.

10.2.1. Egyenes abrazolasa

Perspektivaban egy egyenes képe szintén egyenes — azonban nem elég csupan
az egyenes perspektiv képét megadni. Az egyenest két specialis pontja segitségé-
vel viszont mar egyértelmtien megadhatjuk.

Egyenes nyompontja és iranypontja

Adott egy perspektiv rendszer és egy tetszbleges egyenes. Azt a pontot,
ahol az egyenes metszi a képsikot, az egyenes nyompontjanak nevezzik.
Az egyenes végtelen tavoli pontjanak a képe az egyenes iranypontja.

Egy egyenes perspektiv képét egyértelmien meghatarozza a nyom- és
irAnypontja, ha azok léteznek. (10.10. abra)

Az egyenes nyompontja mar ismert lehet a korabbi leképezési rendszerekbdl.
Az iranypont azonban csak centralis vetitések esetében fordul els. Erdekes és
alapvet6 kérdés, hogyan kaphatjuk meg ezt a pontot.

Minden pontot és a képét egy centrumon athaladd vetitdegyenes koti Gssze.
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L] [C]

S

10.10. abra. Egyenes nyompontja és iranypontja

(Lasd a 10.8. abrat.) Az egyenes I, végtelen tavoli pontjat is 6sszekothetjik a
C centrummal: az I, ,eléréséhez” huzzunk parhuzamost az e egyenessel a C-n
keresztil. Ez a vetit6egyenes a képsikot az [, pontban metszi, amely az egyenes
iranypontja.

A miszaki gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy egy egyenesnek a perspektiv
képe és az alapsikra esé merdleges vetiiletének perspektiv képe adott (10.11. abra).
Az A pont az egyenes alapsikkal kz6s pontja.

N
e
e A
a
*[C]

10.11. abra. Egyenes és alapsikra esé mer6leges vetiiletének perspektiv képe
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Ebbdl a szemléletes megadasi médbol meghatarozhatd az egyenes nyom- és
iranypontja is, ezért az egyenes ebbdl a két képbil is rekonstrualhato.

Specialis egyenesek

Tekintstink néhany specialis allasu egyenest. (A térbeli abraktol eltekintiink.
Javasoljuk a Kedves Olvasdonak, hogy gyakorlasképpen préobaljon meg szemléltets
abrat késziteni az egyenesekrdl, példaul a 10.5. dbra felhasznalasaval.)

Képsikkal parhuzamos és képsikra merdéleges egyenesek

« Ha egy e egyenes parhuzamos a képsikkal, akkor az alapsikra esé meréleges
vetiilete parhuzamos az alapvonallal, mig a perspektiv képe tetszbleges. Az
egyenesnek ekkor nincs nyom- és iranypontja.

- Ha egy f egyenes merdleges a képsikra, akkor iranypontja éppen a fépont.
Ennek az az oka, hogy az iranypont meghatarozasahoz az f -fel kell parhuza-
most hizni a C-n keresztiil. Ez az egyenes igy szintén meréleges a képsikra,
azaz az F f6pontot adja.

~

“[C]

10.12. abra. Képsikkal parhuzamos és képsikra meréleges egyenesek perspektiv képe
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Alapsikkal parhuzamos és alapsikra merdéleges egyenesek Egyenes nyom- és iranypontjanak meghatarozasa
+ A 10.13. 4bran lathat6 e egyenes benne van az alapsikban, ezért nyompont- Adott egy perspektiv rendszer, tovabba egy e egyenes perspektiv képe és az
ja az alapvonalra, irdnypontja a horizontvonalra esik. Az e mint alapsikbeli alapsikra esé mer6leges vetiiletének e’ perspektiv képe. Szerkessziik meg
egyenes az alapvonal egy pontjaban metszi a képsikot - ez a nyompontja. Az az egyenes nyompontjat és iranypontjat! (10.14. abra)

iranypont esetén elegendd arra gondolni, hogy ha egy egyenes illeszkedik egy
sikra, akkor a végtelen tavoli pontja illeszkedik a sik végtelen tavoli egyene-
sére (lasd a 10.1.1. fejezetet). Ez azt jelenti, hogy az e iranypontja illeszkedik
az alapsik irdnyvonalara (azaz a horizontvonalra). (Lasd a 10.8. abrat.)

« A 10.13. 4bran lathat6 f egyenes parhuzamos az alapsikkal, emiatt a nyom-
pontja tetszéleges, de az iranypontja a horizontvonalon van. Az irdnypont-
janak meghatarozasakor, a C-b6l a végtelen tavoli pontjahoz huzott vetit6-
egyenes parhuzamos az alapsikkal, azaz a horizontsikban van.

)
/

+ A 10.13. abran lathato g egyenes merdleges az alapsikra (azaz fiigg6leges egye-
nes), ezért az alapsikra es6 mer6leges vetiilete egyetlen pont, és igy perspektiv
képe meréleges az alapvonalra. Réviden: fiiggbleges egyenes képe fiiggbleges
marad. A fiiggbleges egyenesek egyuttal parhuzamosak is a képsikkal, igy
nem létezik nyom- és iranypontjuk.

'[C]

10.14. abra. Egyenes nyom- és iranypontjanak szerkesztése

A szerkesztés lépései

Induljunk ki egy perspektiv rendszerbdl, azaz adjuk meg az alap- és
e f horziontvonalat, tovabba a centrum forgatott képét: a, h és [C].

g Hasznaljuk ki, hogy az e’ az egyenes alapsikra es6 merdleges vetiilete, to-
/ vabba minden pontot és a meréleges vetiiletét egy fiiggbleges egyenes kot
. . . .
[c1 [c1 [c s : ey
Az e’ az a alapvonalat az N’ pontban metszi. Az N’ éppen az N nyompont
10.13. abra. Alapsikban 1év6, azzal parhuzamos, valamint arra mer6leges egyenesek perspektiv képe meréleges vetiilete — hiszen mindkett6 a képsikban van -, ezért N’-bél az
a-ra allitott mer6leges kimetszi e-b6l a keresett N pontot.
Az ¢’ benne van az alapsikban, ezért irdnypontja a horizontvonalon van:
Térjiink vissza egy tetszéleges egyenes megadasi moédjaihoz. I,. Azt is tudjuk, hogy az egyenes minden pontjat egy fiiggéleges egyenes
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segitségével vetitjik az alapsikra. Igaz ez az irAnypontra is, ezért az I,,-bél,
az alapvonalra allitott meréleges kimetszi e perspektiv képébdl az egyenes
I, irdnypontjat.

10.2.2. Pont abrazolasa

Perspektivaban egy pontot kétféleképpen abrazolhatunk. Geometriai megko-
zelitéssel a pontot egy olyan egyenesre illesztjiikk, amely nyom- és iranypontjaval
van megadva. (10.15. abra)

7 “[c]

10.15. abra. Pont megadasa segédegyenessel perspektivaban

A gyakorlati életben legtobbszor a pont perspektiv képét és az alapsikra esd
merdéleges vetiiletének perspektiv képét adjuk meg, felhasznalva, hogy a képet
és a merdleges vetiiletet 9sszekotd fiiggbleges egyenes képe fiiggbleges marad.
A 10.16. dbran a P pont a képsik mogott, mig az R a képsik el6tt helyezkedik el.

Megjegyzések:

« Ha a sz6vegkornyezet egyértelmd, az alapsikban fekv pontok esetében nem
tiintetjuk fel a vetiiletet. (Példaul P = P’ helyett csak P-t irunk.)
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10.16. abra. Pont megadasa az alapsikra es6 vetiiletével perspektivaban

« Bar a gyakorlatban igen ritkan fordul el6, a centrum moégotti pontokat is lehet
abrazolni.

10.2.3. Sik abrazolasa

A perspektiva célja latvanyos abrak készitése, ezért teljes sikot nem gyakran
abrazolunk. Amennyiben mégis sziikséges, ugy - az egyenes abrazolasanak
altalanositasaval — egy sikot két specialis egyenesével adhatunk meg.

Sik nyomvonala és iranyvonala

Adott egy perspektiv rendszer és egy tetszbleges sik. A sik és a képsik met-
szésvonalat a sik nyomvonalanak nevezzik. A sik végtelen tavoli egyene-
sének képe a sik iranyvonala. Egy sikot egyértelmien meghataroz a nyom-
és iranyvonala, amennyiben azok léteznek. (10.17. bra)

A sik iranyvonalat megkapjuk, ha a C centrumon keresztiil az eredeti sikkal

parhuzamos sikot vesziink fel, majd meghatirozzuk ezen sik metszésvonalat a
képsikkal.
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10.17. abra. Sik megadasa perspektivaban

Megjegyzés: Az alapsik nyomvonala az alapvonal, iranyvonala a horizontvonal.

10.3. Illeszkedési és metszési alapfeladatok

Ebben a fejezetben csak az alkalmazasok szempontjabdl érdekes eseteket vizs-
galjuk meg. Mivel a perspektiva mint centralis vetités megérzi az illeszkedést, ezért
a legtobb esetben konny a feladatok megoldéasa.

10.3.1. Parhuzamossag perspektivaban
Két egyenes parhuzamossaga

Azt mar jol tudjuk, hogy parhuzamos egyeneseknek azonos a végtelen tavoli
pontja, és azt is, hogy egy egyenes végtelen tavoli pontjanak perspektiv képe az
egyenes iranypontja. Ebbdl a két informaciobol azonnal kévetkezik, hogy parhu-
zamos egyenesek perspektiv képeinek azonos az iranypontja.

Ez azt is jelenti, hogy a parhuzamos egyenesek képei metsz6ek, ami csak centralis
vetitéseknél fordul el.
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10.18. abra. Parhuzamos egyenesek

Ezzel az ismerettel mar megoldhat6 a kovetkezé feladat.

Alapsikban fekvé paralelogramma képe

Abrazoljunk perspektivaban egy alapsikban fekvé PQRS paralelogram-

mat!

*[cl

10.19. abra. Alapsikban fekvé paralelogramma
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A szerkesztés 1épései

Kiindulasként, adjunk meg egy perspektiv rendszert. Nyilvanvalo, hogy a
paralelogrammanak harom pontja tetsz6legesen felvehetd, csupan az utolso
pont szerkesztése kérdés.

1. Vegyiink fel egy tetsz6leges PQ szakaszt. Ha benne van az alapsikban,
akkor az egyenesének irAnypontja a horizontvonalon van. Igy kapjuk
az I iranypontot.

2. Tetsz6legesen felvehet egy R pont is. A QR szakasz egyenese is alap-
sikbeli, ezért irAnypontja szintén a h-ra illeszkedik: J.

3. Parhuzamos egyenesek képeinek ugyanaz az iranypontja, ezért a ne-

gyedik cstuicspont rajta van a (P_]) és RI egyeneseken. A két egyenes
metszéspontja az S pont.

Az 4bran - mivel a feladat egyértelmiien fogalmaz — nem jel6ltik, hogy a
pontok az alapsikban vannak. A preciz jelolésa P = P/, .., S = S’ lenne.

Fontos megjegyzés: A kapott eredmény j6l mutatja, hogy a perspektiva nem
parhuzamossagtart6. Ha berajzoljuk a paralelogramma 4tloit, az is szépen latszik,
hogy az atlok M metszéspontjanak perspektiv képe nem felezi az atlok perspektiv
képeit; roviden: a perspektiva nem aranytarto.

Egyéb esetek

« Két egyenes parhuzamossagat altalanositva, két sik parhuzamos, ha az irany-
vonalaik azonosak.

« Egy sik és egy egyenes parhuzamos, ha az egyenes iranypontja a sik iranyvona-
lara illeszkedik. Ez a feltétel nyilvanvalo, ugyanis sik és egyenes parhuzamos-
saga esetén a végtelen tavoli elemek illeszkednek egymasra, és a perspektiva
illeszkedéstarto. Erre mar lattuk példat a 10.2.1. fejezetben, az alapsikkal par-
huzamos egyenesek esetén.
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10.3.2. Illeszkedés és metszés perspektivaban

Az illeszkedési alapfeladatok egy részét az el6z6 fejezetekben mar megismer-
tiik. Emiatt a kovetkez6kben csak harom, gyakran el6fordul¢ illeszkedési/metszési
feladatot oldunk meg.

Egyenesre illeszked6 kiillonb6z6 helyzeti pontok

Perspektivaban adott egy egyenes képével és az alapsikra esé meréleges
vetiiletének képével. Vegyiink fel harom pontot az egyenesen az alabbi mé-
don:

1. egy X pontot, amely a képsik mogott és az alapsik f6lott,
2. egy Y pontot, amely a képsik el6tt és az alapsik f6lott,

3. egy Z pontot, amely a képsik mogott és az alapsik alatt van.

h I
N e
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A
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10.20. abra. Egyenesre es6 pontok
A szerkesztés a 10.2.2. fejezet alapjan evidens. Ha az egyenes az A pontban
metszi az alapsikot, akkor az alapsik alatti pontok képe is egyértelmd.

A kovetkezd példa minden abrazolasi eljarasban alapveté — a két korabban
ismertetett vetitési rendszerben a 4.2.1. fejezetben és a 9.2.2. fejezetben talalhato.
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Haromszog és egyenes doféspontja

Adott egy haromszog és egy egyenes perspektivaban. (Mindkét alakzatot
képével és az alapsikra esé merbleges vetiiletének képével vegyiik fel.) Szer-
kessziik meg a haromszog és az egyenes doféspontjat! (10.21. abra)

10.21. abra. Haromszog és egyenes doféspontja

A szerkesztés l1épései

A megoldashoz csak a térelemek illeszkedését hasznaljuk fel. Az Gtlet fe-
désben 1év6 egyeneseket hasznal ugyanugy, mint Monge-projekciéban és
axonometriaban.

1. Tegyik fel, hogy az e’ egyuttal egy, a haromszog sikjaban 1évé f egye-
nes merdleges vetiilete is: ¢’ = f”.

2. Az f egyenes haromszogbe es6 szakasza az XY szakasz, ennek vetii-
lete az X"Y"’.

3. Tudjuk, hogy ha egy szakasz illeszkedik egy haromszogre, akkor a
megfeleld képeiknek is illeszkedniiik kell.
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Huzzunk fiiggéleges egyeneseket az X’ és Y’ pontokbdl, és vetitsiik
»vissza” a haromszdg perspektiv képére a két pontot: X (a PR-en) és
Y (a QR-en).

4. Akapott XY haromszogbeli szakaszt elmetszi az e egyenes, mivel ko-
z0s a fuggoéleges sikjuk. A metszéspontjuk a D pont.

5. A D akeresett doféspont, vetiilete a D’ pont.

A lathatosag abrazolasanal az az objektum latszik, amelyik kozelebb van a
centrumhoz. (Ennél az abranal azt figyelhetjiik meg, hogy a pontok a képsik
el6tt vagy mogott vannak, illetve mennyire vannak magasan az alapsikhoz
képest.)

Végiil érdekességként szerkesszitk meg két sik metszésvonalat.
Két sik metszésvonala

Perspektivaban adott két sik (a és ) nyomvonalaikkal és iranyvonalaikkal.
Szerkesztend6 a két sik metszésvonala. (10.22. 4bra)

o0 h
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10.22. abra. Két sik metszésvonala
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A szerkesztés lépései — utmutato

A szerkesztés bar nem latvanyos, de igen egyszert. A két nyomvonal met-
széspontja a metszésvonal nyompontja, hiszen mindkét nyomvonal benne
van a képsikban. Hasonlban, a két sik végtelen tavoli egyenesei is metszik
egymast. Ez a metszéspont a metszésvonal végtelen tavoli pontja. Ezt pers-
pektivaban az iranyvonalak segitségével szerkeszthetjik meg. A két irany-
vonal metszéspontja a metszésvonal iranypontja.

3.3. Gyakorlo feladatok

Perspektivaban adott egy pont (perspektiv) képével és az alapsikra es6 mer6-
leges vetiiletének (perspektiv) képe. Abrazolja azt a képsikra meréleges egye-
nest (szintén két képével), amely dtmegy ezen a ponton!

. Abrazoljon perspektivaban egy olyan egyenest, amely parhuzamos a képsik-

kal és az alapsikkal 60°-o0s szoget zar be! (Segitség: Az egyenes specialis hely-
zete miatt a kért sz6g valodi nagysagban mérheté.)

. Adott egy egyenes nyompontjaval és iranypontjaval. Szerkesztendé az egye-

nes alapsikra esé meréleges vetiiletének perspektiv képe.

. Legyen adott egy egyenes nyompontjaval és iranypontjaval perspektivaban.

Abrazoljon egy pontot ezen az egyenesen, majd szerkessze meg a pont alap-
sikra es6 meréleges vetilletének perspektiv képét! (Segitség: A feladat meg-
oldasahoz sziikség van az egyenes alapsikra esé mer6leges vetiiletére.)

. Perspektivaban adott egy sik nyomvonalaval és iranyvonalaval. Vegyen fel

ebben a sikban egy tetszéleges egyenest!

. Abrézoljon perspektivaban két parhuzamos sikot!

. Adott egy sik nyomvonaldval és iranyvonalaval perspektivaban. Szerkessze

meg a sik alapsikkal valo metszésvonalat. (Segitség: A feladatban két ,tetsz6-
leges” sik metszésvonalat kell meghatarozni.)
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8.

Adjon meg perspektivaban egy haromszoget képével és az alapsikra esé me-
réleges vetiiletének képével, tovabba egy P pont perspektiv képét ugy, hogy
az a haromszog perspektiv képének belsejében legyen. Szerkessze meg a P’
vetiilet (perspektiv) képét oly modon, hogy a pont a haromszog sikjaban le-
gyen! (Segitség: Hasznaljon egy segédszakaszt a hAromszogben!)

. Perspektivaban adott egy haromszog képe és az alapsikra es6 merdleges ve-

tuletének képe. Vegyen fel egy,

(a) aképsikra meréleges
(b) a képsikkal parhuzamos

(c) az alapsikra merdleges
egyenest, majd hatarozza meg a haromszog és az egyenes doféspontjat!

10. Adott egy haromszog képe és az alapsikra es6 meréleges vetiiletének képe
ugy, hogy a haromszog egyik csticspontja a képsik el6tt van. Hatarozza meg
a képsikkal valé metszésvonalat, azaz a haromszog sikjanak nyomvonalat!
(Segitség: A haromszog két egyenesének nyompontjait kell meghatarozni. A
két nyompont adja a haromszog sikjanak nyomvonalat.)

10.4. Metrikus alapfeladatok

Mint minden abrazolasi eljarasban, ugy perspektivaban is az a cél, hogy meg-
adott méretekkel rendelkezé objektumok képeit is meg tudjuk szerkeszteni. Mivel
a perspektivat f6ként épiiletek (épiiletegytiittesek) abrazolasara hasznaljuk, a talan
legfontosabb szerkesztések a kovetkezok:

1. az alapsikot valédi nagysagban lassuk, illetve
2. fuggbleges egyenesekre adott hosszusagot fel tudjunk mérni.

Ezzel a két alapszerkesztéssel egy éptliletet mar abrazolhatunk, ha ismerjiik az alap-
rajzat (1) és tudjuk az egyes részeinek a magassagait (2).
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10.4.1. Magassag felmérése fiiggéleges egyenesre

Képzeljink el példaul egy keritést figgébleges racsokkal, amely végtelen
hosszan tart. Az egyes racsok egyre kisebbnek latszanak, de mindig fiiggblegesek.
Ezt a jelenséget szeretnénk geometriai uton leirni.

Adott egy e egyenes perspektivaban képével, és az alapsikra esé mer6leges vetii-
letének képével. Az egyenes legyen parhuzamos az alapsikkal; ekkor két képének
irAnypontja ugyanaz az I pont. (10.23. bra)

10.23. abra. Azonos magassagu, fiiggbleges szakaszok (,kerités”)

Vegyiink fel fiigg6leges szakaszokat az egyenes és a vetiilete kozott, a képsik
mogott és el6tt egyarant, tovabba a képsikon(!) is. Az AA’ és BB’ szakaszok a
képsik mogott, az XX’ a képsik el6tt helyezkedik el, mig a KK’ szakasz éppen
a képsikban van. Ezek a szakaszok a valosdgban ugyanakkora hossztisaguak,
perspektiv képeik azonban kisebbek és nagyobbak is lehetnek, mint az eredeti
hossz. Egyetlen esetben egyezik meg a hosszisig az eredetivel: amikor a fug-
glleges szakaszt a képsikban vessziik fel. Az e és ¢’ kozotti tavolsag — azaz az
e magassaga — a KK’ szakasz hosszaval egyezik meg. A képsik mogott a valodi
hosszt kisebbnek, a képsik el6tt nagyobbnak latjuk.

Ezt az egyszert gondolatmenetet felhasznalva, egy fligg6leges szakasz hosszat
mindig meg tudjuk hatarozni.
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Magassag felmérése fiiggileges egyenesre

Adott egy P’ pont, amely egy P pont alapsikra es6 merdleges vetiiletének
képe, illetve egy p szakaszhossz. Hatarozzuk meg a P pont perspektiv
képét ugy, hogy a pont az alapsik felett p magassagban legyen! (10.24. abra)

*[c]

10.24. abra. Magassag felmérése fiigg6leges egyenesre

A szerkesztés lépései

Els6ként vegyiik fel a perspektiva rendszerét, a P’ vetiilet perspektiv képét,
és adjunk meg egy p hosszasagot.

1. Adjunk meg a képsikban(!) egy fiiggoleges AA’ szakaszt, amelynek
hossza p Ggy, hogy A’ az alapvonalon legyen.

—>
2. Az A’P’ = ¢’ egyenes az alapsikban van, ezért iranypontja a horizont-
vonalra keril: I.

3. Ezzel az egyenessel a térben parhuzamost htizunk az A ponton keresz-
—

tul, igy kapjuk az e = Al egyenest.
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4. A P’-bol fuggobleges egyenest allitva, az e-bdl a keresett P pontot
metszhetjiik ki.

10.4.2. Az alapsik leforgatasa

Ha az alapsikot a képsikba forgathatjuk, minden elemét val6édi nagysagban
lathatjuk. A kérdés az, hogyan lehet ezt a forgatast kétdimenzids szerkesztésként
megvaldsitani, tovabba taladlunk-e Gsszefiiggést a perspektiv és leforgatott képek
kozott.

Tekintsiink a perspektiv rendszert. Forgassuk le egyszerre az alapvonal koriil
az alapsikot és a horizontvonal koriil a horizontsikot. (10.25. dbra) Ezt a 90°-o0s
forgatast mar ismerjik, hiszen igy jutottunk el a [C] forgatott centrumhoz is.

10.25. abra. Az alapsik leforgatasa 1.

Ekkor egy, az alapsikban fekvd e egyenes leforgatott képét meg tudjuk szer-
keszteni. Az egyenes N nyompontja a forgatas soran fixen maradé a alapvonalon
marad. Az | iranypontjat a C-n at, e-vel huzott parhuzamos adja. Ez az egyenes
a forgatas soran parhuzamos marad az e-vel, ugyanis mindkett6 ,ugyanolyan”
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>
forgatassal keletkezik. (A CI egyenes mutatja meg az egyenes ,iranyat”.) Az
alapsik leforgatott elemeit kerek zarojellel jelolve, a 10.26. abrat kapjuk.

(L) (L)
h / I
®) y
@ X
a=(a)
IN-(N) N/

[€]

10.26. abra. Az alapsik leforgatasa 2.

Bebizonyithatd, hogy ennél a forgatasnal egy alapsikbeli pont perspektiv
és leforgatott képét 6sszekotd egyenes athalad a [C] ponton. (Erdeklédék a
vazlatos bizonyitast a fejezet végén olvashatjak el.) Vegyiik észre, hogy egy olyan
leképezést kaptunk, amelynek van egy fixen maradé a = (a) egyenese, a pontok
perspektiv és forgatott képeit a [C] segitségével kapjuk.

Ez azt jelenti, hogy az alapsik leforgatottja és perspektiv képe centralis
kollineacioval egymasnak megfeleltethet6. A kollineacié centruma a
perspektiva centruménak [C] forgatott képe, tengelye az a = (a) alapvonal.
Megfelel6 pontpart egy egyenes végtelen tavoli pontjanak forgatott képe és pers-
pektiv képének iranypontja adjak. (A centralis kollineaciot lasd a 2.2.2. fejezetben.)

Az alapsik leforgatasanal kiindulhatunk a forgatott képbdl is.
Alapsikbeli egyenes perspektiv képe

Perspektivaban adott egy alapsikbeli e egyenes (e) képe. Hatarozzuk meg
az egyenes perspektiv képét! (10.27. abra)
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10.27. abra. Alapsikbeli egyenes perspektiv képe

A szerkesztés l1épései

1. Az el6z6 elméleti meggondolast felhasznalva, hizzunk parhuzamost
(e)-tal a [C]-n keresztiil.

2. Azigy kapott egyenes elmetszi a h horizontvonalat az egyenes I irany-
pontjaban.

3. Azegyenes alapvonalonlévé N = (N) nyompontja fix; a keresett pers-

<«
pektiv kép az NI egyenes.

A kovetkezé példaban bemutatjuk, hogy tetszbleges, az alapsikban fekvd
sikidom képe meghatarozhat6 centralis kollineacioval.

Alapsikbeli szabalyos haromszog szerkesztése

Adott perspektivaban egy alapsikban fekvé PQ szakasz. Szerkessziink
olyan szabalyos haromszoget, amely az alapsikban van, és egyik oldala az
adott szakasz! (10.28. abra)
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10.28. abra. Alapsikbeli szabalyos haromszog szerkesztése

A szerkesztés 1épései
Vegyiik fel a perspektiva rendszerét, és a PQ szakaszt.

>
1. Forgassuk le az e = PQ) egyenest, az N nyompontja és az I, iranypont-
ja segitségével.

(@) A m egyenes megadja a forgatott egyenes allasat.

(b) Ezzel huzunk parhuzamost a fixen marad6 N, ponton keresztiil:
(e).

(c) A [C] centrumon, valamint a P és Q pontokon keresztiil vett

egyenesek kimetszik a leforgatott egyenesb6l a (P) és (Q) lefor-
gatott pontokat.

2. Szerkessziik meg a (P)(Q)(R) szabalyos haromszoget. (A két lehetsé-
ges megoldas koziil tetszélegesen valaszthatunk.)

3. Forgassuk ,vissza” az R pontot, centralis kollineacié segitségével. (Itt
csak az illeszkedéstartast hasznaljuk ki.)



FEJEZET 10. PERSPEKTIVA

10.4. METRIKUS ALAPFELADATOK

(a) Valasszuk ki példaul az f = PR egyenest. Ennek a leforgatott ké-
pe (az (f)) az alapvonalat mint tengelyt az (Ny) pontban metszi.
Ez a pont fixpont, azaz Ny = (Ny).

(b) Az f perspektiv képét meghatarozza két pontja: N¢P = f.

(c) A [C]-bol huzott, (R)-on atmend egyenes kimetszi az f képébol
a hianyz6 csucspontot: R.

(Az R pontot valamely oldalegyenes iranypontjanak segitségével is meg-
kaphattuk volna.)

Az elébb bemutatott két alapszerkesztéssel tetszbleges objektum (geometriai
test, épiilet stb.) megszerkeszthetd.

Kocka abrazolasa perspektivaban

Abrazoljunk perspektiviban egy x oldalhossztisag, az alapsikon 4ll6 koc-
kat! A kocka egyik fiiggéleges éle legyen a képsik el6tt! (10.29. abra)

I, -

a=(a)

P (p) [ci

10.29. abra. Alapsikon all6 kocka perspektiv képe

A szerkesztés lépései — részletes utmutato

1. Az alapnégyzet meghatarozasa (az alapsik leforgatasaval)

(a) Induljunk ki a leforgatott képbél. Az alapsikon 1évé PQRS négy-
zet forgatott képét ugy szerkesztjitk meg, hogy az egyik cstcsa
- példaul a (P) - az alapvonal alatt legyen: (P)(Q)(R)(S).

(b) Az alapélek iranypontjait a [C]-on at huzott, az oldalakkal par-
huzamos egyenesek jelolik ki: I, és I;.

(c) Az alapnégyzet helyzete miatt a kocka két alapélének adott a
nyompontja: Ny és N, (Ett6l kezdve az alapnégyzet pontjainak
meghatarozasi sorrendje tetszéleges.)

(d) Az Ny nyompont és [; irinypont segitségével a kocka PQ élének
perspektiv képe megszerkeszthetd.
(e) A Q perspektivképet az I;-vel 6sszekotve azt az egyenest kapjuk,

amelyen rajta van az R pont. A [C] felhasznalasaval adddik (R)-
bdl az R perspektiv kép.

(f) Az S pontot csupan az irdnypontokkal is megkaphatjuk: az S
perspektiv kép a 1(3_117) és az I(Q_I; egyenesek metszéspontja.
(Masik szerkesztési mod az lehet, ha meghosszabbitjuk példaul az

(S)(R) szakaszt, hogy az alapvonalon a nyompontjat megkapjuk.
Innen a szokasos modon hatarozhatjuk meg az S pontot.)

2. A magassag felmérése valamelyik csticsbol/csticsokbol

(a) gekintsiik példaul a PQ alapél egyenesét, amely az I j irdnypont-
a tart.

(b) Mérjuk fel a képsikban 1évé N; pontjabol fiilggblegesen az x sza-
kaszhosszt. A szakasz végpontja az X pont.

(c) Az )E) egyenest felhasznalva adédnak az E és F végpontok.
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FEJEZET 10. PERSPEKTIVA

3. A hianyz6 G és H csucspontokat pusztan az iranypontok felhaszna-
lasaval kapjuk. (A 10.3.1. fejezetben latott paralelogrammahoz hason-
l6an.) Ha pontosan szerkesztettiink, akkor az R-b6l indulé figgéleges

o RS d
egyenes, az FI; és a HI; egyenesek a G-ben talalkoznak.

Végill, rajzoljuk meg a kocka lathat6 és nem lathato éleit is.

Megjegyzés: Az iranypontok jelolései a szabadkézi rajzban hasznalatos ,balolda-
1i” és ,jobboldali” iranypont elnevezésekre utalnak. Lathatd, hogy a kocka éleinek

—> “—>
merdlegessége miatt az [C]I; és [C]I; egyenesek mer6legesek egymasra.

10.4.3. Gyakorlo feladatok

A feladatokban a perspektiv rendszer minden adata (alapvonal helyzete, cent-
rum magassaga = alap- és horizontvonal tavolsaga, distancia) tetszblegesen felve-
hetd.

1. Adott perspektiviban egy PP’ fiigg6leges szakasz a képsik mogott gy, hogy
a P’ pont az alapsikban van. Hatarozza meg a valodi hosszat!

2. Adott egy olyan fiiggéleges PQ szakasz perspektivaban, amely a képsik mo-
gott és az alapsik felett helyezkedik el. Abrazolja a szakaszt és hatarozza meg
a valodi hosszat!
(Segitség: A szakasz pontjainak alapsikra es6é mer6leges vetiileteit érdemes
felhasznalni.)

3. Perspektivaban abrazoljon egy olyan szabalyos hatszoget, amelynek oldalélei
3 cm hosszusaguak, és az egyik oldaléle az alapvonalon van!

4. Abrézoljon perspektivaban egy olyan szabalyos haromszdg alapu egyenes ha-
sabot, amely a képsik mogott helyezkedik el, az alapélei 4 cm hosszasaguak,
a magassaga 8 cm!

5. Egyszer(i épiilet 4brazolasa: Adott egy négyzet alapu hasab, amelynek alap-
éle 5 cm hosszt, magassaga 4 cm, valamint egy olyan egyenes gula, amelynek

alaplapja a hasab fedélapja, magassaga 3 cm. Abrazolja perspektivaban ezt a
két testb6l all6 objektumot!

(Segitség: A gula magassagegyeneséhez sziikség van az alaplap kozéppontja-
bdl allitott merblegesre is.)

Kiegészités a 10.4.2. fejezethez: Az alapsik leforgatottja és perspektiv képe
centralis kollineaciéval egymasnak megfeleltethetd. A kollineacié centruma a
perspektiva centruménak [C] forgatott képe, tengelye az a = (a) alapvonal.
Megfelel6 pontpart egy egyenes végtelen tavoli pontjanak forgatott képe és
perspektiv képének iranypontja adjak. (10.30. abra)

10.30. abra. Az alapsik leforgatasa — bizonyitas

Az érthet6ség kedvéért a P pont perspektiv képénél feltiintetjiik a p indexet.
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Vazlatos bizonyitas:

A 10.4.2. fejezetben mar belattuk, hogy az alapvonal fixen marad6 egyenes,
az illeszkedéstartas nyilvanvald. Az is evidens, hogy a horizontvonal a centralis
kollineacio egyik ellentengelye, hiszen végtelen tavoli pont kollineaciés ,parja”
véges helyzetli. A kérdés az, hogy a [C] valdban centruma-e az altalunk felvazolt
centralis kollineaciénak. Ehhez be kell latni, hogy nem csupan az (I, I) pontpar
egyenesére illeszkedik a centrum, hanem az egyenes barmely P pontja esetén
igaz, hogy P,, (P) és [C] kollinearis (azaz egy egyenesre illeszkednek).

Tegytk fel, hogy adott egy tetsz6leges P pont az egyenesen, ismerjik a
P, perspektiv képét, és adott a leforgatott (e) egyenes is. A leforgatott rend-

e -
szerben a [C]P, egyenes az (e) forgatott képet a P-ben metszi. Belatjuk, hogy
d(N,P)=d(N,P), azaz a P pont éppen a P pont forgatott képe.

, ., PP, NP, = ., Pp NP,
A B,PNA ~ P,CIA, ezért C_Pi = I_P: A P,PNA ~ P[C]IA, igy 5 = I_Ppp
— Ebbél kovetkezik, hogy g—g’) = %. Az el6z6 arany miatt PP,PA ~ CPB,[C]A,

22—
amibdl kovetkezik, hogy PP || C[C].
Ezen parhuzamossig miatt IC[C]A ~ NPPA. Azt is tudjuk, hogy
d(I,C) =d(I,[C]); ami azt jelenti, hogy d(N,P) = d(N, P).

Felhasznalva a d(N, P) = d(N, (P)) egyenl6séget belattuk, hogy P = (P), azaz
egy pont perspektiv és leforgatott képei altal meghatarozott egyenes athalad a [C]
centrumon, igy valdéban a fent leirt centralis kollineaciot kaptuk.
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11. fejezet

Kiegészito feladatgytlijtemény

A feladatgytjtemény harom részbdl all. Az elsé bevezet feladatokat tartalmaz,
a masodik néhany klasszikus tételt és azok alkalmazasait, a harmadik versenyfel-
adatokat. Mindharom részre jellemz6 a valtozatossag. Van ahol az egyszerfi illesz-
kedés, van ahol szerkesztés, van ahol nehezebb problémak, bizonyitasok hozzak
el6 az abrazol6 geometriai gondolkodast. A sik és térmértani kapcsolatok és ana-
l6giak, vetiiletek, sikmetszetek sokoldalt feldolgozasaval ismerkedhetiink meg,.

Bevezetd feladatok

1. feladat Kockacukrokat tettiink az asztalra, az igy kapott ,épiilet” eldl- és
oldalnézetét megadjuk. Legalabb és legfeljebb hany kockacukor van az asztalon?

2. feladat Kockacukrok segitségével épitettiink egy testet, a kockak lapjaik
mentén pontosan illeszkednek egymashoz. Megadjuk a test felillnézeti hal6jan,
hogy az aktualis négyzet felett hany kockacukor van. Készitsiik el a test eldl- és
oldalnézetét.
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3. feladat Egy kockacukrokbdl készitett test elol- és oldalnézetén is egyarant
6 kocka latszik. Az els6 feladat mintajara jelolje a felhasznalt kockacukrok lehetd
legkisebb, és legnagyobb értékét rendre k és N. Hogy nézzen ki az eldl és oldalnézet
ahhoz, hogy a k és N kiilonbsége a lehet6 legkisebb illetve a lehet6 legnagyobb
legyen?

4.feladat (a) A képen két vivot latunk, mégpedig a kép fels6 részén elslrdl, also
részén feliilr6l nézve. Allapitsuk meg, érintkezik-e egymassal a két penge.
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(b) A képen lathat6 két kardvivé a szabadban csap Gssze egymassal. Er6sen siit
a nap, innen a rajzon lathat6 arnyék. Erintkezik-e a két penge egymassal?

5. feladat Egy 1 x 1 méteres négyzet alaku ketrecben egy tizméteres anakonda
van. Miinchausen bar¢ azt allitja, hogy egyetlen 16véssel legalabb hat helyen at
tudja 16ni az anakondat. Nem tuloz egy kicsit a bar6? (Az anakondat egy tiz méter
hosszu tor6ttvonalnak lehet tekinteni, amely a négyzet belsejében van.)

6. feladat Adjunk meg néhany piros és néhany zo6ld pontot a sikon ugy, hogy
ne legyen olyan egyenes, melyen csak egy piros és egy z6ld pont van, a pontok
pedig nincsenek mind egy egyenesesen. Igazoljuk, hogy ilyen konstrukcié mindig
létezik, ha legalabb két piros pont van és a zdldek szdma kétszer annyi, mint a
pirosak szama.

7. feladat Legyen S és T egy-egy sokszog. Azt mondjuk, hogy az S a T sok-
szogbe van irva, ha S minden csticsa rajta van T valamelyik oldalanak egyenesén
(azaz az oldalon vagy annak a meghosszabbitasan), ugyanekkor T-rél azt mond-
juk, hogy az S koré van irva. Léteznek-e olyan sokszogparok, amelyek egyszerre
egymasba és egymas koré is vannak irva?

__8.feladat Az ABC haromszog belsejében felvettiink egy P pontot, majd az AB,
BC és CA oldalakon kijel6ltitk kemény ceruzaval rendre a C’, A’ és B’ pontokat
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— >
és meghuztuk a PA, 1(’_)8 PC egyeneseket. A rajzot félretettiik, majd egy év mulva
Ujra el6kertlt. Hogyan lehetne rekonstrualni az ABC haromszoget, ha a lapon

o
csak a kemény ceruzaval rajzolt PA, PB, PC egyenesek és az A’, B’ és C’ pontok
lathatok?

9. feladat Az abran egy négyzet fényképét latjuk. (a) Hogyan huzhatjuk meg a
négyzet egyik felezévonalat? (b) Hogyan huzhatnank meg az egyik harmadolévo-
nalat? (Mindkét osztévonal az eredeti négyzet egyik oldalaval parhuzamosan fut
és osztja a teriiletet a megfelel6 aranyban.)

10. feladat Egy kor alaku tocsa fényképét latjuk az dbran. Hogyan rajzolhat-
nank meg egy olyan vonal képét, amely az eredeti kor kozéppontjan athaladt?

11. feladat Rajzoljunk széket! — mondta a rajztanar. Az abrakon két diak mun-
kajat latod. Miért nem jo a rajz? Hogyan javithato a hiba?
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BAL JOBB

12. feladat A 11-es feladatban latott szék ujabb valtozataval foglalkozunk. Egy
tréfas kedvii asztalos az til6lapot nem vizszintesre készitette. Az iil6lap harom csu-
csatismerjiik egy-egy széklabon. Keressiik meg a hianyzo6 csticsot a negyedik szék-
labon.

Klasszikus problémak

13. feladat Igazoljuk, hogy egy tetsz6leges haromszog magassagvonalai egy
ponton mennek at.
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14. feladat Desargues tétel: Tegyiik fel, hogy az ABC és az A’B’C’ haromszo-
— =

gek ugy helyezkednek el a sikon, hogy az AA’, BB” és CC’ egyeneseknek van egy

— —

kozos P pontjuk. Ekkor az AB és A’B’ egyenesek M metszéspontja, a BC és B'C’

-
egyenesek N metszéspontja, valamint a ﬁ és C'A’ egyenesek L metszéspont-
ja egy egyenesre illeszkedik. (Most tegyiik fel, hogy a megfelelé oldalparok nem
parhuzamosak.)

15. feladat Tekintsiink harom kiilénboz6 sugart kort, melyek kozott nincs két
koncentrikus. Vegytk paronként a kiils6 hasonldésagi pontjukat. Igazoljuk, hogy
ez a harom pont egy egyenesen van.

16. feladat (OKTV 2002-2003, II. kategoria, els6 forduld, 5. feladat) Adott a k
kér és annak egy AB atmérdje. A k; és k, korok az AB altal meghatarozott egyik
félkor belsejében helyezkednek el; k; a k kért a P pontban, AB-t a Q pontban
érinti; ugyanigy k; a k kort az S, az AB-t pedig az R pontban érinti. Bizonyitsuk
be, hogy a PQRS négyszog hurnégyszog.

17. feladat Brianchon tétel: Egy kor koré irt hatszégben (ahol az oldalak a kor
érint6i) a nagyatlok egy pontban metszik egymast. (Nagyatlé azon pontok kozott
fut, amelyek — mindkét iranyban tekintve — harmadszomszédosak.)

18. feladat Az ABCD érint6négyszdg két szemkdzti oldalan a beirt kor érintési
pontjai legyenek P és Q. Igazoljuk, hogy az AC és BD atlok metszéspontja rajta
van a PQ szakaszon.

19. feladat Adva van egy kor és egy ellipszis a tengelyeivel ugy, hogy a kozép-
pontjuk egybeesik. Szerkesszitk meg az ellipszis és a kor metszéspontjait.

20. feladat Adva van egy ellipszis a tengelyeivel és egy kor ugy, hogy a kor
kozéppontja rajta legyen az ellipszis kistengelyén. Szerkessziik meg az ellipszis és
a kor metszéspontjait.
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Versenyfeladatok

21. feladat Hany gombbel lehet eltakarni egy pontszert fényforrast?

22. feladat Van két egybevagé fakockank. Furhatunk-e az egyikre olyan lyukat,
amin a masik atdughat6?

23. feladat (OKTV 1998-1999, II. kategoéria, masodik forduld, 3. feladat) Egy
szabalyos négyoldala guila beirt gombjének a kozéppontja, valamint élérintd
gombjének a koézéppontja egyenld tavol van a gula alapsikjatol. Mekkora a gula
térfogata, ha alapélének a hossza 2? (Az élérint6 gomb a gula minden élét az él
bels6 pontjaban érinti, a beirt gomb pedig minden lapot belsé pontban érint.)

24. feladat (OKTV 2014-2015, II. kategoria, harmadik fordulo, 2. feladat) Te-
kintsiik egy kocka harom olyan lapatlojanak egyenesét, amelyek paronként kité-
réek. Az e egyenes az iménti harom egyenes mindegyikével ugyanakkora szoget
zéar be. Mekkora lehet ez a sz6g?

25. feladat (OKTV 2004-2005, I1I. kategoria, els6 forduld, 5. feladat) Tekintsiink
egy négyoldalu gulat, amelynek az alapja hirnégyszog. Vetitsitk a gila magassa-
ganak talppontjat merélegesen a gula négy oldalélére. Bizonyitsuk be, hogy a négy
vetiilet egy koron van.

26. feladat (Varosok Viadala 1998) Egy téglatest egy cstcsbdl indulé harom
élének Osszege legyen a téglatest summaja. Tartalmazhat-e egy téglatest nala na-
gyobb summaji méasik téglatestet?

27. feladat Egy kocka alaku terem falain mozog harom vadaszpdk. Halojuk az
altaluk alkotott haromszogben fesziil ki. A teremben ropkod egy légy. A pokok és
a légy sebessége azonos. Elkaphatjak-e a pokok a legyet?

28. feladat A P csicst hegyesszogl szogtartomany belsejében adott a Q pont.
Sajnos ragaszt6 cseppent a lapra, éppen a P pontot takarja a ragacsos folt. Hogyan
>
szerkeszthetnénk meg a PQ egyenes Q-n athalad6 darabjat csak vonalzo segitsé-
gével?
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MEGOLDASOK

1. feladat Kockacukrokat tettiink az asztalra, az igy kapott ,épilet” eldl- és
oldalnézetét megadjuk. Legalabb és legfeljebb hany kockacukor van az asztalon?

Megoldas: Gondoljuk meg el6szor a minimalis értéket. Ha egy iranybol nézve
latunk hat kockat, akkor hatnal kevesebb kockacukor nem lehetett az épiiletben.
Ennyivel viszont meg is tudjuk oldani a feladatot, ehhez megadjuk a feliillnézetet,
mégpedig oly modon, hogy a felillnézeti haldba beirjuk, hogy az adott négyzet
felett hany kocka van.

oIN| OO
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Azt is észrevehetjiik, hogy hat kockacukorbél tobbféleképpen is elkészithetjiik
az épiiletet, ezek megszamolasara itt nem térink ki.

Most térjink ra a maximalis értékre. Az als6 sorban mindkét nézetben négy
kockat latunk, ezért az alsé szinten maximum 4 - 4 = 16 kocka lehet, ugyanilyen
érveléssel az épiilet els6 emeletén pedig 2 - 2 = 4. Osszesen legfeljebb 20 kockabol
allhat az épiilet. Ezt egyetlen modon valdsithatjuk meg, mégpedig az imént latott
feliilnézeti halo segitségével a kovetkez6 modon:

11711

211121
21121
11111

2. feladat Kockacukrok segitségével épitettiink egy testet, a kockak lapjaik
mentén pontosan illeszkednek egymashoz. Megadjuk a test felillnézeti haléjan,
hogy az aktualis négyzet felett hany kockacukor van. Készitsiik el a test eldl- és
oldalnézetét.
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11021
311,010
01|13
11001

Megoldas: Az alabbiakban lathatjuk az elolnézeti és oldalnézeti abrat.
Amennyiben meg szeretnénk fogalmazni, hogyan kell késziteni, megallapithat-
juk, hogy példaul az eldlnézet 1étrehozasidhoz balrdl jobbra haladva a feliillnézeti
abra oszlopaiban all6 szamok kéziil mindig a legnagyobbnak az értéke lesz az épii-
let magassagat meghataroz6 szam. Ugyanez az oldalnézetnél is igaz, ott a sorok
mentén kell haladni. Az oldalnézet természetesen fiigg attol, hogy az elolnézethez
képest bal, vagy jobb oldalrdl tekintjiik az épiiletet. Az alabbi megoldasban a jobb
oldalit latjuk, a bal oldali nézet ennek megfelel$ titkorképe.

3. feladat Egy kockacukrokbol készitett test elol- és oldalnézetén is egyarant
6 kocka latszik. Az els6 feladat mintajara jelolje a felhasznalt kockacukrok lehetd
legkisebb, és legnagyobb értékét rendre k és N. Hogy nézzen ki az eldl és oldalnézet
ahhoz, hogy a k és N kiilonbsége a lehet6 legkisebb illetve a lehet6 legnagyobb
legyen?

Megoldas: Jelolje az n-edik szinten az eldlnézetben és oldalnézetben lathato
kockak szamat rendre e, és 0,,. Az n-edik szinten talalhat6 kockak legkisebb le-
hetséges értéke max(e,, 0,,), a legnagyobb lehetséges értéke e, -0,,. A feladat szove-
gében szerepl6 k és N értékét a minimalis és maximalis lehet6ségek szintenkénti
0sszegzésébdl kapjuk.

A lehet6 legkisebb N — k értéket igy konnyen megkapjuk, hiszen ez nem lehet
nullanal kisebb, ez pedig elérhet6, ha az eldl és az oldalnézet is 1 széles, 6 ma-
gas. Ekkor az épiilet megalkotasara egyetlen lehet6ség maradt, hat kockat szépen
egymas tetejére tenni. Ez a négyzetes oszlop alakt toronyhaz lesz a megoldas.
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A lehet6 legnagyobb N — k értéket moho algoritmussal kapjuk. Ehhez nézziik
meg N lehetséges legnagyobb és k lehetséges legkisebb értékét, jelolje a szintek
szamat s. A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség miatt

N = Zel

Ezt tovabb becstilhetjiik:

\/ (62 +e5+..+e2)(0} + 03 +...+02)

\/(ef +es+..+el)(0f +03+...+03) < \/(31 +ey+..+e5)2(01 +0y+...+05)2 = 36

Az egyenlétlenségeknél éppen akkor lesz egyenléség, azaz Ggy érhetjitk el N ma-
ximumat, ha egyetlen szint van, s = 1 és e; = 6, 07 = 6. Ekkor épiiletiink egy 6 x 6
alaprajzu tomor négyzetes oszlop.

Most k legkisebb értékét tekintsiik, ez nyilvan nem lehet 6-nél kisebb. Az iménti
s=1ése; = 6,0, =6 példanal viszont k lehet 6. Ez elérhet6 példaul oly mddon,
hogy a 6 x 6-0s alaprajzii racs atléja mentén vesziink hat kockat. Eszrevehets,
hogy a minimalis k értéket add épiiletek szama most kénnyen megszamolhato,
hiszen ez azon népszer(i feladattal ekvivalens, hogy hanyféleképpen tehetiink egy
6 x 6-0s sakktablara hat bastyat ugy, hogy ne iissék egymast, ennek pedig 6!=720
a megoldasa.

4. feladat (Bizam Gyorgy, Herczeg Janos: Logar Miska feladatai, 61. és 62. fel-
adat) (a) A képen két vivot latunk, mégpedig a kép felsé részén elolrél, also részén
feliilrl nézve. Allapitsuk meg, érintkezik-e egymassal a két penge.

’{i— ) /@/ °“ ”Q mﬂu
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(b) A képen lathat6 két kardvivé a szabadban csap Gssze egymassal. Er6sen siit
a nap, innen a rajzon lathat6 arnyék. Erintkezik-e a két penge egymassal?

Megoldas: (a) A kardozdk abrazolasa a szokdsos mddon tortént. A két képet
pontosan egymas ala tettiik oly médon, hogy ugyanannak a targypontnak a képe
(az el6lnézete és a feliilnézete) mindig egymas ala esik. Ez a Monge féle 4brazolas
két képsikkal, a két képpont 6sszekotd egyenese merdleges a két kép hatarat alkoto
tengelyre.

Amennyiben a két penge érintkezik egymaéssal, van kozos pontjuk. Ennek a ko-
z0s pontnak a képe az elolnézetben és a feliilnézetben is csak ott lehet, ahol a pen-
gék képei metszik egymast. Erintkezés esetén tehat a pengék metszéspontjainak a
két képen pontosan egymas ala kellene esnie. Mivel ez nincs igy, ezért megallapit-
hatjuk, hogy a pengék nem érintkeznek, s mind a két képen csupan latszolag fedi
egymast egy-egy pontjuk.

(b) A Nap olyan messze van, hogy sugarai gyakorlatilag parhuzamosaknak ve-
het6k. Barmilyen targypontot a képével egy napsugar kot 6ssze; ezek szerint ha a
targy (jelen eseben a vivok) barmely pontjat 6sszekotjiik a sajat rnyékaval, az igy
kapott dsszes egyenesek parhuzamosak egymassal. A mi rajzunk a valésag pers-
pektivikus képe. Perspektivaban pedig ezek a valésagban parhuzamos egyenene-
sek a rajzon egy pontban taladlkoznak. Ezt ellenérizhetjiik is a feladatban kozolt
rajzon: ha a kardok kezd6 és végpontjait 6sszekotjitk a megfelelé arnyékpontok-
kal, akkor az igy kapott négy egyenes egy k6zos pontban fut 6ssze. Ez a kozos pont
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afénysugarak iranypontja. Ha a kardok metszik egymast, akkor a rajzbeli metszés-
pontukat az arnyékaik metszéspontjaval 6sszekoté egyenesnek is ebbe a pontba
kell tartania. Mivel ez nincs igy, a kardpengék a valésagban nem érintkeznek.

5. feladat Egy 1 x 1 méteres négyzet alakt ketrecben egy tizméteres anakonda
van. Minchausen bar6 azt allitja, hogy egyetlen 16véssel legalabb hat helyen at
tudja 16ni az anakondat. Nem tuloz egy kicsit a bar6? (Az anakondat egy tiz méter
hosszt torottvonalnak lehet tekinteni, amely a négyzet belsejében van.)

Megoldas: Nyilvan egy tetsz6leges szakasz hossza nem nagyobb, mint két me-
réleges egyenesen levé vetiileteinek 6sszege, hiszen derékszog(i haromszog atfo-
gbja nem nagyobb a két befogd dsszegénél. Igy az anakondat a ketrec két merd-
leges oldalara vetitve a vetiilet hossza legalabb 10 méter, azaz valamelyik oldal-
ra legalabb 5 méter jut. Viszont egy 1 méteres szakasz belsejében elhelyezked6 5
méter dsszhoszisagu szakaszrendszernek van olyan P pontja, melyet legalabb 6
szakasz fed le. Itt kihasznaltuk, hogy az anakonda a ketrec belsejében van, ezért a
vetiilete is az egységnyi szakasz belsejében van. Ha ezen a P ponton at az oldal-
ra mer6legesen 16 a bard, akkor legalabb 6 helyen 16vi at az anakondat. Az alabbi
abra mutatja, hogy 7-szeres atlyukasztas mar nem mindig biztosithaté. Példaul ha
az anakonda az abra szerint szorosan a ketrec fala mentén van feltekeredve.
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6. feladat Adjunk meg néhany piros és néhany zo6ld pontot a sikon gy, hogy
ne legyen olyan egyenes, melyen csak egy piros és egy zo6ld pont van, a pontok
pedig nincsenek mind egy egyenesesen. Igazoljuk, hogy ilyen konstrukcié mindig
létezik, ha legalabb két piros pont van és a z6ldek szama kétszer annyi, mint a
pirosak szama.

Megoldas: Ez a feladat szakkoron, vagy taborban feldolgozva a kutatomunka
mini kostolojat jelentheti a didkoknak. Baratkozzunk meg elészor a feladat szove-
gével, nézziikk meg, hogyan is indul ez a kutatdmunka. Belemelegedve tobb kérdés
is felvet6dik, ezek koziil emeltiink ki egyet a feladat sz6vegében, amely meglep6
modon az egyszer(i kombinatorikus szinezési problémabdl atvezet minket a pers-
pektivaba. (A problémat Reiman Istvantol hallottam a TIT altal szervezett nyari
egyetemen Vacon.) A feladat szovegében szerepl feltétel szerint Ggy kell elhe-
lyezniink a pontokat, hogy ha egy egyenest fektetek egy piros és egy z6ld ponton
at, akkor azon minden esetben van még legalabb egy az adott pontok kéziil. Er-
demes hagyni a didkokat rajzolgatni, hamarosan sziiletnek megoldasok. Legyen a
piros pontok szama p, a zoldek szama z, kicsi (p; z) parokra kénnyt konstrukciot
talalni, pl (1;4); (2:4); (3;4). Az 6nallé probalgatasok, rajzolgatasok utan elkezdhet-
juk gytjteni a killonb6z6 példakat. Kisvartatva betelik a tabla, igy felmeriil, rendet
kellene teremteni.

Mivel barmely abra atfestheté ugy, hogy minden pont masik szinre valt, ezért
feltehetd, hogy p < z. Vizsgaljuk p szerint novekvd rendben a lehetéségeket. A
p=1, z=1 parhoz nincs megfeleld elrendezés. Ezt roviditve igy fogjuk jelolni (dia-
kok javaslata nyoman a kezd6bet(ikbél): (1;1) NME. Tovabblépve megallapithatjuk,
hogy (1;2) NME szintén, hiszen 1 piros és két z6ld pont csak ugy adna jo elrende-
zést, ha mind egy egyenesen lennének, azt viszont most nem engedjitk meg. A
kovetkez6 harom 1épést feladatként is kittizhetjuk:

(i) Bizonyitsuk be, hogy (1;3) NME.

(i) Igazoljuk, hogy ha z legalabb 4, akkor az (1;z) parhoz létezik megfelel$ el-
rendezés, azaz (1;z) LME. Hogy tudnank jellemezni ezeket?

(iii) Mutassuk meg, hogy (2;2) NME, tovabba (2;3) NME.
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Most megmutatjuk, hogy a (2;4) parhoz lényegében az egyetlen megfelel6 el-
rendezés tartozik. Tekintsiik ugyanis a két piros pont e egyenesét. Mivel a pontok
nincsenek mind egy egyenesen van olyan zold pont, amely nincs rajta e-n. Kossitk
Ossze ezt a pontot a két piros ponttal. Ezen egyenesek mindegyikén kell lennie
tovabbi zdld pontnak. Most mar azonnal adddik a negyedik z6éld pont egyetlen
lehetséges helye.

Az imént leirtak sokféle rajza, ,lényegében” mind ugyanolyan. De miért is
mondhatjuk ezt? Nézziik meg abrainkat a zold pontok szemszogéb6l! Nyugodtan
tehetiink piros pontot olyan egyenesre, amelyen legalabb két z6ld pont van. A 4
z0ld pontot osszuk két parra. A parok meghatarozta egyenesek metszéspontjaira
keriilhetnek a piros pontok. Az ilyen pontokat a a 4 zold pont atlés pontjainak
nevezhetjik. Egy altalanos négyszognek 3 atlés pontja van, kdzben tehat éliinkbe
pottyant, hogy (3;4) LME. Ha az altalanos négyszognek csucsai zoldek és két at-
16s pontja piros, akkor a két piros pont egyenesére tetszbleges szamu tovabbi zold
pont tehetd, azaz z > 4 esetén (2;z) LME. Tovabbi lehetséges apro feladatok:

(iv) Igazoljuk, hogy (3;3) NME.
(v) Bizonyitsuk be, hogy ha z > 4, akkor (3;z) LME.

Talan ennyi apré lépéssel sikeriilt elinditani a kutatéomunkat. Altalaban a dia-
kok ritkan talalkoznak a matematikaban ilyen helyzettel. Egyetlen feladattal indul-
tunk, de altalanos megoldasa reménytelennek tiint. Ezért lebontottuk a feladatot
és egyszeri eseteit kezdtiik el vizsgalni. Mint lathatjuk, még csak a munka kez-
detén vagyunk. Azokat az eseteket térképeztiik fel, amikor p legfeljebb 3. Most
kovetkeznek a nehezebb feladatok, a (4;4) és a (4;5). Talalhat6 ilyen elrendezés,
vagy nem?

Az igazi kutatdbmunkahoz bizony hozzatartozik az eredmények rendszerezése,
a nyitva maradt kérdések szamon tartasa is. Azért szeretem ezt a problémat,
mert a didkokat 6sztonzi ezeken a tertileteken is. Akar szentelhetiink az osztaly
falinjsagjan is egy rovatot a témanak, ahol mindenki kozolheti Gj eredményeit.
Nem art, ha a didkok mar az iskolaban taladlkoznak olyan helyzetekkel, ahol ¢k
maguk fogalmazhatnak meg kérdéseket és nem csupan a nekik feltett kérdésekre
kell valaszolniuk. Nagy 6romomre a feladat kapcsan gyakran didkjaim jonnek el
4j folytatasi lehetdségekkel: probaljunk meg olyan altalanos konstrukeiot keresni,
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ami kilonboz6 p értékeknél egyarant jo. Megérkeztiink az eredeti feladatban
szerepl6 kérdés targylasahoz.

Megmutatjuk, hogy ha p > 2, és z > 2p, akkor (p; z) LME. Vigyazat, ez az allitas
egyszerlnek tlinik, de megoldasa mar joval nehezebb! A megoldast megértheti egy
kisdiak is, viszont egy kozépiskolast, vagy egyetemistat is probara tehet a kitala-
lasa. Mint a perspektiva tanabol ismeretes, ha egy sikra parhuzamos egyeneseket
rajzolunk, majd ezeket egy pontbdl levetitjiikk egy sikra, mely az eredetivel nem
volt parhuzamos, akkor a parhuzamosok egy ponton athalad6 egyenesekké vél-
nak. Ezt a tényt a gyerekek sok esetben mar tudjak a rajzorarol. Ott készitenek
perspektiv abréakat, ahol a parhuzamosok mind a horizont vonalan talalkoznak.
(Kés6bbi tanulmanyaink alapjan azt mondhatjuk, hogy az eredeti sik parhuzamos
egyeneseinek k6zos pontjai az idealis egyenesen vannak, a vetités soran az idealis
egyenes képe lesz a perspektiv dbran a horizont vonala.)

Kovetkezzen ennyi bevezet6 utan a beigért konstrukeié! Tekintsiink egy szaba-
lyos 2n-szoget, legyenek ennek cstcsai zoldek. A sokszog oldalai és atloi n iranyt
hataroznak meg. Vetitsitk az emlitett médon sokszogiinket és minden irdnynak
megfelelé pont a horizontvonalon legyen piros. Igy egy megfelel elrendezést kap-
tunk az (n;2n) paroshoz. A piros pontok egyenesére tetszéleges szamu tovabbi
z61d pontot tehetiink, igy a feladat 4llitasat belattuk. Abrankon n = 6 esetén abra-
zoltuk a konstrukciot. Egy szabalyos hatszog alapi gtilat metsz egy S sik, amely az
alappal nem parhuzamos. A horizontvonal az S siknak a metszete a gula csticsan
atmend, az alappal parhuzamos sikkal. A szabalyos hatszoget a gila cstcsabdl ve-
titjiik S-re. (Lasd az abrat a kiévetkezd oldalon.)

Van még valami, amit atélhetnek a didkok ennek a kutatomunkénak a soran.
Ugy intiink bucstt a probléméanak, hogy nem sikeriilt minden szélat elvarrni, ma-
radtak megoldatlan kérdések. Ilyen példaul az a sejtés, hogy ha n > 4, akkor (n;n)
LME.

A tanuldk egyike mas iranyba mutat6é megjegyzést tett: j6 lenne, ha sikertilne
néhany pontot elhelyezni, hogy egyaltalan ne legyen olyan egyenes, melyen csak
2 pont van. Ezek utan barhogy szinezhetnénk a pontokat; minden egyenesen leg-
alabb harom pont van és két szin 1évén, ezek koziil legalabb ketté egyforma szind.
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A figyelmes olvasé észreveheti, hogy a bevezetében éppen ezzel a feladattal kezd-
tink. Ez az igynevezett Sylvester probléma, tobb mint 100 éves. Sok szép megol-
dast adtak mar ra. Mindegyik azt mutatja meg, hogy ilyen konstrukcié nincs azon
kivil, ha a pontok mind egy egyenesen vannak. Zarjuk a kissé hosszira nyult tar-
gyalast egy maig megoldatlan problémaval, melyet Pach Janostél hallottam. Ezt
egy japan matematikus, Komei Fukuda vetette fel: Adott egy egyenes, egyik ol-
dalan n piros, a masik oldalon n z6ld pont. Igaz-e, hogy ha nincsenek mind egy
egyenesen, akkor létezik olyan egyenes, amelyen 1 piros és 1 z6ld pont van?

7. feladat (Reiman Istvan: Kétdimenzids térszemlélet, Matematika M6dszertani
Lapok 1999. marcius) Legyen S és T egy-egy sokszog. Azt mondjuk, hogy az S
a T sokszogbe van irva, ha S minden cstcsa rajta van T valamelyik oldalanak
egyenesén (azaz az oldalon vagy annak a meghosszabbitasan), ugyanekkor T-r6l
azt mondjuk, hogy az S koré van irva. Léteznek-e olyan sokszogparok, amelyek
egyszerre egymasba és egymas koré is vannak irva?

Megoldas: Némi probalgatas utan rajohetiink, hogy egymasba és egymas ko-
ré irt haromszogek és négyszogek nincsenek, ennek teljes bizonyitasara itt nem
tériink ki. Annal inkabb meglep6 az a tény, hogy 6tszogek esetén megvaldsithato



FEJEZET 11. KIEGESZITO FELADATGYUJTEMENY

a kivant elrendezés. Felhasznaljuk a masodik részben szereplé klasszikus tételt, a
Desargues tételt (17-es feladat).

Ha az ABC és az A’B’C’ haromszdgek gy helyezkednek el a sikon, hogy az
AA’ BB és CC’ egyenesek egy kozos P ponton mennek at, akkor az AB és A'B
egyenesek X metszéspontja, a BC CésB'C BC egyenesek Y metszéspontja, valamint a

CA ésC A A’ egyenesek Z metszéspontja egy egyenesre illeszkedik. Az alabbi abran
kétszer latjuk ugyanazt az elrendezést. Az els6n a Desargues tételnek megfelels a
pontok elnevezése, és a két haromszog oldalainak kiemelése, a masodikon pedig
az egyszerre egymasba és egymas koré irhaté JKLMN és ORSTU o6tszogek fi-
gyelhet6k meg.

8. feladat Az ABC haromszog belsejében felvettiink egy P pontot, majd az AB,
BC és CA oldalakon kijeléltiik kemény ceruzaval rendre a C’, A” és B’ pontokat
és meghuztuk a P(_)A, ﬁ, I<3_C) egyeneseket. A rajzot félretettiik, majd egy év mulva
ujra el6keriilt. Hogyan lehetne rekonstrualni az ABC haromszoget, ha a lapon
csak a kemény ceruzaval rajzolt 1(74) PB, pC egyenesek és az A’, B’ és C’ pontok
lathatok?

Megoldas: Ez a feladat a kedvcsinal6 elsé részbe keriilt, mivel kitlizése soran
egy artatlan szerkeszt8s feladatnak tlinhet. Megoldast talalni ra elég nehéz. Az
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alabbiakban k6zolt megoldas a Desargues tételt hasznalja, melyet részletesebben
a klasszikus problémak kozott targyalunk.

Rrd > <>
Vegyiink fel a PA egyenesen egy Aj, pontot. Az A;C’ és PB egyenesek met-

—

széspontja legyen By, a BjA’ és PC egyenesek metszéspontja C;. Ekkor ABC

és A1B1C; haromszogek a P pontra nézve perspektivek, ezért a Desargues tétel

értelmében megfelels oldalegyeneseik metszéspontjai egy egyenesre esnek. Ez az
—

egyenes két megfelel$ oldalpar metszéspontjaként adoddéan éppenaz A’C’. Legyen
—> > >
az A’C’ és A;C; metszéspontja B,. Ekkor a B”B’ egyenes megegyezik a keresett
— e — T
AC egyenessel. Igy B,B’ egyenes kimetszi a PA és PC egyenesekbdl az A és C
— «—>
pontokat. Majd példaul AC’ és PB metszéspontjaként kaphatjuk B-t.
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2. megoldéas: A Pohlke-tétel miatt a (lﬁ ﬁ I(YI) egyenesek egy axonometria ten-
gelykeresztjének tekinthet6ek; az A’, B’, C’ pontok pedig egy sik nyomvonalaira
es6 egy-egy pont axonometrikus képeinek. A feladat ekkor a sik nyomvonalainak
megszerkesztése. Ehhez az A’ és B’ axonometrikus képpel rendelkez6, megfele-
16 koordinatasikbeli pontok elsé képeit kell megszerkeszteni: a pontokat F<’—C> -vel
parhuzamos rendezével a PA illetve PB koordinatatengelyekre vetitve kapjuk az

els6 képeket, ezek A, és B,; ezek 6sszekotd egyenese kimetszi A’B’-bél az egye-
nes M nyompontjat. Ez rajta van a keresett sik elsé nyomvonalan, igy ezt C’-vel
Osszekotve a keresett haromszog egy oldalegyenesét kapjuk.

9. feladat Az abran egy négyzet fényképét latjuk. (a) Hogyan huzhatjuk meg a
négyzet egyik felezévonalat? (b) Hogyan hizhatnank meg az egyik harmadolévo-
nalat? (Mindkét osztévonal az eredeti négyzet egyik oldalaval parhuzamosan fut
és osztja a teriiletet a megfelel6 aranyban.)

Megoldas: (a) Hizzuk meg a négyzet oldalainak egyeneseit. A parhuzamos ol-
dalak talalkozasi pontja a horizont vonalon lesz. Ezek koziil tekintsiik az egyiket és
hasznaljuk ki, hogy a megfelel$ oldalakkal parhuzamos felezévonal athalad ezen
a ponton is, tovabba 4thalad az 4tlok metszéspontjan is.
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(b) Hasznaljuk az el6z6 megoldast és az alabbi abra bettizését. A BC oldal
Ffelezépontjat az (a) részben megkaptuk. Az AF és BD szakaszok M metszés-
pontjat tekintve észrevehetjiik, hogy AM D és BMF hasonl6 haromszogek, a ha-
sonlosag aranya AD : BF = 2 : 1, tehat M harmadolja a BD 4tlot. Az M pontot
Osszekotve a megfelelé parhuzamos oldalak metszéspontjaval megkapjuk a har-
madoldvonalat. (A megoldasban hasznaltuk az euklideszi sik tulajdonsagait pl. ha-
sonldsag, tovabba a perspektiv kép tulajdonsagait: a parhuzamos egyenesek pro-
jektiv geometriabdl ismert kozos pontjanak — a végtelen tavoli pontnak — képe a
horizontvonalon megjelenik.)
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10. feladat Egy kor alaka tocsa fényképét latjuk az abran. Hogyan rajzolhat-
nank meg egy olyan vonal képét, amely az eredeti kor kozéppontjan athaladt?

Megoldas: Ez egy becsapés feladat. Amennyiben a sikon van egy kor és egy t6-
le diszjunkt egyenes, az atvetithet6 egy masik korbe és attol diszjunkt tetszéleges
masik egyenesbe. Ezért erre a kérdésre igy nem lehet egyértelmt megoldast adni.
Ha a tocsa képe mellett megkapjuk a horizontvonalat is, akkor viszont mar adha-
to6 megoldas. Valasszunk ki a horizontvonalon egy tetsz6leges pontot, majd ezen
keresztiil hizzunk harom szel6t. Ezek az eredeti kor alakt técsanak parhuzamos
hurjainak egyenesei voltak. Ezen hurok, mint alapok hurtrapézokat hataroznak
meg. A hurtrapézok atldoinak metszéspontjait 6sszekot6 egyenes a kor kdzéppont-
jan athalad. Ennek a gondolatmenetnek alapjan késziilt az alabbi abra.

11. feladat Rajzoljunk széket! — mondta a rajztanar. Az abrakon két diak mun-
kajat latod. Miért nem jo a rajz? Hogyan javithato a hiba?

BAL JOBB

Megoldas: Vegyiik elszor a bal oldali széket. Ha berajzoljuk az ilélap és a
széklabak altal meghatarozott vonalakat, akkor a megfelelé pontokat 6sszekotd
parhuzamos egyenesek a horizontvonalon taldlkoznak. A csalafinta hiba abban
rejlik, hogy a szék hattamlajanak tetejét is ennek megfeleléen kell rajzolni. Egy
lehetséges javitovonalat berajzoltunk. Az eredeti rajzon szereplé P; pont helyett
a P, esetén lesz a szék hattamlajanak fels6 vonala az tlélap megfelelé vonalaval
parhuzamos.

Most tekintsiik a jobb oldali széket! Ennek pedig a labai nem stimmelnek, igy
billegne a szék. Az iil6lap altal meghatarozott parhuzamos egyenesek kijeldlik a
horizontvonalat, ennek segitségével a rajz egy lehetséges javitasat megadtuk. A
Qq-el jelolt széklab "nem ér le a padlora". A rajznak megfelel6en a Q,-be helyezve
mar nem fog billegni a szék. (A Q,-n csak azért 16g til a vonal, hogy a szerkesztés
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jobban kovethet6 legyen, természetesen a szék végsé rajzanal a Q, ala futd részt
ki kell radirozni.)

12. feladat A 11-es feladatban latott szék Gjabb valtozataval foglalkozunk. Egy
tréfas kedvii asztalos az iil6lapot nem vizszintesre készitette. Az il6lap harom csu-
csat ismerjik egy-egy széklabon. Keressitk meg a hidnyzo6 csucsot a negyedik szék-
labon.

Megoldas: A széklabak végpontjai legyenek A, B, C és D. A széklabak mind
fiiggblegesek, az iilélap megfeleld harom cstcsa legyen Ay, By és Dy. Az A és
C széklabak sikjanak a B és D sikjaval vett metszésvonalat meg tudjuk hizni,

hiszen ez az j‘\_C) N BD =M ponton athaladé fiiggbleges egyenes. Ennek metszete
B1D;-gyel legyen M. A keresett C; pontot megkapjuk a C-n athalado fiiggbleges
—>

egyenes és A1 M metszéspontjaként.

13. feladat Igazoljuk, hogy egy tetszéleges haromszog magassagvonalai egy
ponton mennek at.

Megoldas: Némi térgeometriai szemlélettel szép bizonyitast adhatunk a jol is-
mert tételre. Tekintsiik a haromszog S sikjat és a haromszog minden oldalara al-
litsunk Thalész gémbét. Ez alatt azt értjiik, hogy példaul az AB oldal esetén te-
kintsiink olyan gémbét, amelynek kézéppontja az AB felez6pontja, sugara pedig
az AB szakasz fele. Az AB és AC 4tméréjii gobmbokon egyarant rajta lesz az ABC
haromszog A cstcsabol induld magassaganak A’ talppontja. Az emlitett két gomb
metszésvonala egy kor, ennek atméréje AA’, sikja pedig mer6leges S-re. Ugyan-
ez elmondhat6 barmely oldalparra, illetve barmely magassagra. Ebbél kovetkezik,
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hogy a harom goémb felszinének k6zos pontjanak meréleges vetilete rajta van a
harom magassagvonalon, tehat azok egy ponton mennek at.

14. feladat Desargues tétel: Tegyiik fel, hogy az ABC és az A’B’C” haromsz6-
— > >
gek gy helyezkednek el a sikon, hogy az AA’, BB” és CC’ egyeneseknek van egy
4 —> <> >
kozos P pontjuk. Ekkor az AB és A’B’ egyenesek M metszéspontja, a BC és B'C’
> >
egyenesek N metszéspontja, valamint a CA és C’A’ egyenesek L metszéspont-

ja egy egyenesre illeszkedik. (Most tegyiik fel, hogy a megfelelé oldalparok nem
parhuzamosak.)

Megoldas: Gondoljunk az abrara ugy, mint egy térbeli ABCP tetraéder ve-

> —>
tiletére. Ekkor az AB és A’B’ egyenesek egy sikban vannak, mégpedig a PAB
haromszog sikjaban, igy ez a két egyenes a térben valdban metsz6. Az M met-
<~

széspont rajta van az AB egyenesen, tehat rajta van az ABC haromszog sikjan.

ugyanigy elmondhat6, hogy az M pont rajta van az }@’ egyenesen, tehat rajta
van az A’B’C’ haromszog sikjan. Ezek szerint M rajta van az ABC és A’B’C’ si-
kok metszésvonalan. Logikai szimmetria miatt igaz ez az N és L pontokra is. A két
sik metszésvonala egyenes, ezért a térben M, N és L egy egyenesen vannak, igy
vetiileteik is egy egyenesre esnek.
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15. feladat Monge tétel: Tekintsiink harom kiilonb6z6 sugart kort, melyek ko-
z6tt nincs két koncentrikus. Vegyiik paronként a kiilsé hasonlésagi pontjukat. Iga-
zoljuk, hogy ez a harom pont egy egyenesen van.

Megoldas: Legyen a korok sikja S. Minden koér folé épitsiink olyan egyenes
ktpot, amelynek magassaga éppen egyenld az alapjaul szolgal6 kor sugaraval. A
kapott kupok ekkor kézéppontosan hasonlok és kiilsé hasonlésagi pontjaik meg-
egyeznek a korok S-en beliil tekintett hasonldsagi pontjaival. Legyen példaul két
kor kozéppontja O; és O,, a f6léjitk emelt kipok cstucsa T; és T,, k6zos hason-

> R —
l6sagi pontjuk P, = O10, NT1T,. A tovabbi két par esetén is hasonlé médon
alkalmazva a jel6lést kapjuk, hogy a P;,, P,3 és P31 pontok egyrészt rajta vannak
az S sikon, masrészt rajta vannak a kupcsucsok altal meghatarozott T sikon is. A
két sik metszete viszont egy egyenes, ezzel a bizonyitast befejeztiik. Az dbrankon
a kupok helyett csak azok csicsat és a belélitk indulé magassagokat lathatjuk.

2. megoldas: A korok paronként vett egy-egy kozos kiils6 érint6jét megrajzolva
kapott H; HyH3; haromszoég és O; 0,03 az R pontra nézve perspektivek (mert a
kiils6 haromszog szogfelez6i egy ponton mennek at), igy a t tengelyre nézve is
perspektivek, ami éppen a bizonyitand¢ allitas.
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16. feladat (OKTV 2002-2003, II. kategoria, els6 fordulo, 5. feladat) Adott a k
kér és annak egy AB atmérdje. A k; és k, korok az AB altal meghatarozott egyik
félkor belsejében helyezkednek el; k; a k kort a P pontban, AB-t a Q pontban
érinti; ugyanigy k; a k kort az S, az AB-t pedig az R pontban érinti. Bizonyitsuk
be, hogy a PQRS négyszog hirnégyszog.

Megoldas: Alkalmazzuk az el6z6 feladatban kapott eredményt. A k és k; kozos
kiils6 hasonlésagi pontja P, a k és ky kozos kiilsé hasonlosagi pontja S. Legyen k;
és kp kozos kiilsé hasonlosagi pontja T. Ekkor T, P, S egy egyenesen vannak, mas-
részt T rajtavana ﬁ kozos érintén is. Legyen TS Nk, ={P;,S}. Ha T-b61 k6zép-
pontos hasonlésaggal k; -et k,-be vissziik, akkor P képe Py, igy QPSZ = RP|SZ. A
k, koron az RS ivhez tartozo kertileti és érintd szaru keriileti szogek egyenldsége
miatt RP;SZ = BRS Z. Ezzel a bizonyitast be is fejeztiik, hiszen QPS/Z = BRSZ
szerint azt kaptuk, hogy a POQRS négyszog két szemkozti szogének osszege 180°.
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17. feladat Brianchon tétel: Egy kor koré irt hatszogben (ahol az oldalak a kor
érint6i) a nagyatlok egy pontban metszik egymast. (Nagyatlé azon pontok kozott
fut, amelyek — mindkét irAnyban tekintve — harmadszomszédosak.)

Megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit. A hatszog csucsaiban allitsunk a kor
sikjara mer6leges szakaszokat felvaltva fel illetve lefele. A szakaszok hossza legyen
mindig akkora, amekkora ebbél a pontb6l a korhoz htizhaté érintészakasz hossza;
példaul a Pgc csticsbol lefele fut egy PgcB = PycC hosszusagu szakasz, ennek
masik végpontja Tpc.

A megfeleléen indexelt, P-vel bet(izott hatszog éppen a hasonléan indexelt T-
vel jelolt térbeli hatszog mer6leges vetiilete. A térbeli hatszoget vizsgalvaa Tpc Tgp

atlo és a Tep Tra atld egy sikban vannak, mégpedig a TgcTep és TerTpa egyene-
sek sikjaban. Ez utobbi két egyenes ugyanakkora szoget zar be a CF egyenessel és
a kor sikjaval, ezért valoban egy sikban vannak. Ezzel a megfontolassal lényegé-
ben készen is vagyunk, hiszen a térbeli indexes T-vel jelolt hatszog 6sszes csucsa
nincs egy sikban, viszont nagyatléi a logikai szimmetria miatt paronként metszok,
ami csak ugy lehet, ha azok egy ponton mennek 4t. Ennek a kézos pontnak a kor
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sikjara es6 meréleges vetiilete lesz az érint6k hatszogének nagyatloinak egyetlen
koz6s pontja.

AB ¢ F ? _

DE

Megjegyzés: A tétel altalanosabban igaz, a kor helyett tekinthet parabola, el-
lipszis vagy hiperbola is. Ezek kupszeletek, a kore vonatkozo bizonyitas vetitéssel
atviheto, hiszen a vetités illeszkedéstartd transzformaécio.

18. feladat Az ABCD ¢érint6négyszog két szemkdzti oldalan a beirt kor érintési
pontjai legyenek P és Q. Igazoljuk, hogy az AC és BD atlok metszéspontja rajta
van a PQ szakaszon.

Megoldas: Ez a feladat a Brianchon tétel alkalmazasaval nagyon roviddé valik.
Legyenek P és Q rendre az AB és CD oldalakon lev érintési pontok. Alkalmaz-
zuk a Brianchon tételt az APBCQR hatszogre, melynek beirt kére az ABCD beirt
kore. A tétel értelmében 1(4_C> , 1% és BD egy ponton mennek at, ezzel a bizonyitast
befejeztik.

Megjegyzés: A Brianchon tételben szerepl6 hatszog esetlinkben kissé szokatlan,
de az ilyen "elfajuld” esetekben is érvényes marad.
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19. feladat Adva van egy kor és egy ellipszis a tengelyeivel agy, hogy a kozép-
pontjuk egybeesik. Szerkesszitk meg az ellipszis és a kor metszéspontjait.

Megoldas: Tudjuk, hogy a gombnek minden sikmetszete kor. Ha a kor sikja
parhuzamos a rajz sikjaval, akkor annak merdleges vetiilete is kor. Ha azonban a
kor sikja nem parhuzamos a rajz sikjaval, akkor annak a vetiilete vagy ellipszis,
vagy szakasz.

Ezen meggondolasbdl kiindulva: az adott ellipszist felfoghatjuk gy, mint egy
gomb olyan sikmetszetének vetiiletét, melynek sikja atmegy a gémb kozéppont-
jan, az adott kort pedig ezen gomb olyan sikmetszetének tekinthetjik, melynek
sikja parhuzamos a rajz sikjaval. Helyezziik az ellipszis kistengelyén at a rajz sik-
jara merGleges sikot és vizsgaljuk az ebben levé metszetet. A fél ellipszisnek ezen
metszetben az O C; felel meg, ahol az O, C; tavolsig egyenlé az ellipszis nagy-
tengelyének felével, mert a gombsugar a vetiiletben valodi hosszat mutat, ugyanis
parhuzamos a rajz sikjaval. Ez a tavolsag egyuttal a gomb sugaraval egyenld, igy a
gombbel valdé metszet az O; Cy sugaru kor. Az adott kor sugara kisebb a gémb su-
garanal, ezért annak sikja nem megy 4t a gomb kozéppontjan. A metszetben ezen
kor egy E1F, szakasznak latszik. Igy a sikbeli feladatbol térbeli koroket konstru-
altunk, melyek azonos gémbon vannak. Ezeknek a koroknek a metszetei csakis a
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Lwre
két sik metszésvonalan lehetnek, vagyis a PQ egyenesen. A masik két metszéspon-
tot hasonldan kaphatjuk meg, ha az ellenkez6 félk6rok metszéspontjait vizsgaljuk.
Ezeket egyszertibben a szimmetriabol adodoéan is megkaphatjuk.

PQ

A

Az abrabol leolvashato, hogy megoldast csak akkor kapunk, ha az ellipszis nagy-
tengelye nagyobb, vagy egyenlé az adott kor sugaranal.

20. feladat Adva van egy ellipszis a tengelyeivel és egy kor agy, hogy a kor
kozéppontja rajta legyen az ellipszis kistengelyén. Szerkessziik meg az ellipszis és
a kor metszéspontjait.

Megoldas: Mivel az ellipszis kozéppontja nem esik egybe a kor kézéppontjaval,
ezért a kort is meg az ellipszist is felfoghatjuk ugy, mint egy gémb két olyan sik-
metszetének vetiileteit, amelyek nem mennek at a gémb kozéppontjan. Az adott
kor a gomb olyan sikmetszetének a vetiilete, amelynek sikja parhuzamos a rajz
sikjaval, mig az ellipszis a gémb olyan sikmetszetének vetiilete, amely a rajz sik-
javal bizonyos hegyesszoget zar be. A ferde helyzetben levé kornek a rajz sikjaval
parhuzamos atméréje a vetiletben valodi hosszot mutat, mig a tobbi atmérd ro-
vidil. A legnagyobb rovidiilést az emlitett atmérére merdleges koratméré adja,
ennek vetiilete az ellipszis kistengelye. Ebb&l kovetkezik, hogy a ferde helyzett
kormetsz6 sik a rajz sikjaval olyan szoget alkot, amely a derékszogl haromszog
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egyik hegyesszoge. A derékszogl haromszog atfogodja a nagytengely fele, mig a
sz6g melletti befogoja a kistengely fele.

Ha az ellipszis kistengelyén at a rajz sikjara meréleges metszetet vessziik, akkor
itt a derékszogl haromszog és a hajlasszog azonnal adodik. Keressitk még a gomb
kozéppontjat. Ha a két kormetszet kozéppontjaban a korok sikjara egy-egy merd-
legest emeliink, akkor ezen merdlegesek metszéspontjaban lesz a keresett gomb
O kozéppontja. Ha O korill a metszet sikjaban megrajzoljuk a gémb f6korét a C,
és D; pontokon at, akkor e korben megtalaljuk a rajz sikjaval parhuzamos kor-
metszd sikok helyét. A két kormetsz6 sik egy egyenesben metszi egymast. Ennek
metszése a megadott koron adja az P illetve Q pontot, valamint az R és S pontot.

21. feladat Hany gombbel lehet eltakarni egy pontszer( fényforrast?

Megoldas: A feladat sz6vege nyilvan Ggy értendd, hogy a P-vel jeldlt pontsze-
r fényforras nincs egyik géomb belsejében sem. Nyilvan harom gémb nem elég,
hiszen a gombok kozéppontjai altal meghatarozott S sikra P-bél allitott meréleges
egyik P-b6l induld félegyenesét a fényforras teljesen bevilagitja.

Négy gomb viszont mar elegendd. Legyen P az ABCD szabalyos tetraéder ko-
zéppontja. Tekintsiik az ABC koré irt kp kort és egy olyan P-t nem tartalmazd
gémbot, melynek egyik sikmetszete éppen kp. Ez a gomb a P-bdl induld 6sszes
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olyan fénysugarat eltakarja, amelyek a tetraéderbdl az ABC lapon lépnének ki.
Hasonl6 modon definialjuk a masik harom gombét is, ezzel a feladatot megoldot-
tuk.

Ha szeretnénk diszjunkt gombokkel megoldast adni, akkor az iménti négy gémb
kozil az els6t rogzitjiik, a masodikat P b6l nagyitjuk akkorara, hogy diszjunkt
legyen az els6tbl. Majd a harmadik és negyedik gémbét is sorra nagyitjuk P-bél
ugy, hogy a korabbiakkal ne legyen kézos pontjuk.

22. feladat Van két egybevago fakockank. Furhatunk-e az egyikre olyan lyukat,
amin a masik atdughat6?

Megoldas: A kérdés elég meglepSen hangzik és a valasz is varatlan: IGEN. Le-
gyen mindkét kockanal az élhossz 1. Ha az egyik kockat mer6legesen vetitjik az
egyik testatlojara meréleges sikra, akkor a vetiilet egy olyan szabalyos hatszog
lesz, amelynek masodszomszédos cstcsainak tavolsaga, tehat a parhuzamos olda-
lak tavolsaga V2. Egy ilyen hatszogbe bele lehet rajzolni egy 1 oldalu négyzetet,
ezért valoban furhatunk olyan lyukat, amelyen a masik kocka atdughato.

23. feladat (OKTV 1998-1999, II. kategéria, masodik forduld, 3. feladat) Egy
szabalyos négyoldali gula beirt gémbjének a kozéppontja, valamint élérintd
gombjének a kozéppontja egyenld tavol van a gula alapsikjatol. Mekkora a gula
térfogata, ha alapélének a hossza 2? (Az élérinté gomb a gula minden élét az él
belsé pontjaban érinti, a beirt gomb pedig minden lapot bels6é pontban érint.)

Megoldas: Legyen a beirt gomb kézéppontja K, az élérinté gombé O. A gula
szimmetridi miatt ezek rajta vannak a gula tengelyén, azaz a csicsabdl az alap-
lapra allitott mer6legesen. Mivel az alapsiktol egyenld tavol vannak, ezért vagy
egybeesnek, vagy tikrosek az alapsikra.

M
P
K
C
° F AN
G H
A B
(0]

Megmutatjuk, hogy az els6 eset nem allhat fenn. Mivel K-t6l minden lap sikja
egyenld tavol van, ezért egybeesés esetén O-tdl is, kovetkezésképpen az élérint6
gombbdl minden lap ugyanakkora kort metszene ki. Viszont a kimetszett korok
a lapok beirt korei; ezek azonban nem lehetnek egyenl6k, hiszen az alaplap be-
irt korének atméréje 2, az oldallapoké 2-nél kisebb, mivel a haromszogbe irt kor
atmérdje kisebb minden haromszogoldalnal.

M
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Legyen a gula alaplapja az ABCD négyzet, csticsa M, M-b6l az alapra allitott
merdéleges talppontja (a négyzet kozéppontja) F. A bevezetében mondottak szerint
MK +MO =2MF. Vezessiuk be az MF = m jelolést, ezek szerint:

(1) MK +MO = 2m.

Fejezziik most ki az MK és M O tavolsagokat m segitségével. A gila MGH szim-
metriasikja a beirt gombb6l az M GH haromszog beirt korét metszi ki, ezaz MGH
egyenlé szara haromszég MH szarat a P pontban érinti. Mivel kiilsé pontbél a
gémbhoz (korhoz) huzott érintészakaszok egyenlék, HF = HP = 1; az MFH de-
rékszdgli haromszoghél MH = Vm?2 + 1. Az MPK és MFH derékszogti harom-
szogek hasonlok, ezért

MK MH
m = m, azaz MK =

MP-MH  (-1+Vm2+1)Vm? +1
MF m '

~Vm2+1+m?+1

m

MK =

(2)

Nézziik most a gila M BD atlometszetét, ez a gilabdl az M BD egyenl§ szari ha-
romszoget metszi ki, az élérinté gémbbél pedig olyan kort, amely az M B szarat
E-ben érinti és kozéppontja az MF szimmetriatengelyen van. Mivel az élérinté
goémb az alapnégyzet oldalait a felezépontokban érinti, BH és BE kozds pontbol
indulé érintészakaszok, és ezért BH = BE = 1.

Az MFB derékszogti haromszdgb8l MB = Vm? + 2. Az MFB és MEO hasonlé
derékszogli haromszogek, ezért

MO MB MO_ME-MB_(\/m2+2—1)\/m2+2
ME MF’ ~ MF m '
2 2
2-Vm2+2
3) Mot m+2

m
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Helyettesitsiik be a (2) és (3) alatti értékeket (1)-be, m-mel mindjart megszoroz-
zuk az egyenlet mindkét oldalat:

N2+ 1+m? +1+m?>+2-Vm2 +2 = 2m?;

atrendezve

Vm? +1+Vm? +2=3.

Mindkét oldalt négyzetre emeljik és ismét atrendezziik:

\/(m2+ 1)(m?+2) =3 —-m>.

Végil még egyszer négyzetre emelve mindkét oldalt, rendezés utan a



FEJEZET 11. KIEGESZITO FELADATGYUJTEMENY

, . , L, Y
eredményt kapjuk, ebbdl m egyetlen lehetséges értéke m = 5

22N7 47
3.3 9

. A gula térfogata:

V=

~1,18.

24. feladat (OKTV 2014-2015, II. kategoéria, harmadik forduld, 2. feladat) Te-
kintsiik egy kocka harom olyan lapatlojanak egyenesét, amelyek paronként kité-
réek. Az e egyenes az iménti harom egyenes mindegyikével ugyanakkora szoget
zar be. Mekkora lehet ez a szog?

Megoldas: Hasznaljuk az abra jeldléseit. E16sz6r megmutatjuk, hogy a feladat
szbvegének megfeleléen csak lényegében egyféle lehet8ségiink van kijeldlni ha-
rom lapatlot. Ezek az abran a BG, AC és DE.

Legyen az egyik lapatlot tartalmazo lap az ABCD. Még két tovabbi lapatld
kell, ezek nem lehetnek mindketten a szemben lev lapon, ezért egyikik lapja az
ABCD-re mer6leges, legyen ez a BCGF. Ezen két lapon csak ugy tudunk kitérd
lapatlokat felvenni, ha a kozés BC él végpontjaibol egy-egy indul. Tegyiik fel, hogy
az egyik az AC, a masik a BG. A megmaradt lapatlok koziil vagy DE-t, , vagy FH-t
valaszthatjuk, e két eset forgatassal egymasba vihet6, ezért valasszuk ED-t. Meg-
kaptuk, hogy lényegében egyetlen modon lehetséges kivalasztani harom lapatlot
ugy, hogy azok paronként kitéréek legyenek.
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Bevezetunk harom, paronkent egymasra mer6leges egységvektort. Legyen
—
AB = u, AD = v, AE = w. A keresett e egyenes i iranyvektora legyen i =

— —
u + pv + yw. A kijelolt lapatlomk iranyvektorai BG = v+w, AC = u+v

és ﬁ = w — v. Mivel |BG| |AC| = |ﬁ| ezért e akkor zar be mindegyik-
kel ugyanakkora szoget, ha i skalarszorzatanak abszolat értéke mindharommal
ugyanakkora.
— —
i-BG=f+y, DE =y -p.

Vizsgaljuk a |B + y| = |y — p| feltételt. i) Ha p + y = y — B, akkor p = 0. Két
lehetéség maradt: i1) ha ¥ = a, ekkor e parhuzamos AF fel és az AFC illetve
BDG szabalyos haromszégek alapjan minden kijel6lt lapatloval 60°-os szoget zar
be; i2) ha y = —a, ekkor e parhuzamos BE-vel és az EGB illetve DEB szabalyos
haromszogek alapjan minden kijelolt lapatloval 60°-os szoget zar be.

ii) Ha p+y = p—y, akkor y = 0. Most is két lehet6ség maradt: iil) f = a + 5,
azaz a = 0, ekkor e parhuzamos AD-vel és nyilvan minden kijel6lt lapatloval 45°-
os szoget zar be; ii2) —f = a + f3, ekkor e parhuzamos a D-n és BC felezépontjan
athalado egyenessel. Legyen a i-vel parhuzamos, a feltételeinknek megfelels j =

2u—v. Ekkor a lapatlok irdnyvektorainak hossza V2, ljl = 5, j skalarszorzatanak
abszolut értéke minden lapétlé vektorral 1. Igy a bezart sz0g koszinuszanak értéke
\/%, amibdl a bezart sz6g nagysaga ~ 71,6°.

Osszefoglaljuk a kapott megoldasokat. Négy irany lehet az e egyenes, ezek ko-

ziil ketté 60°-ot, egy 45°-ot, egy pedig arccos \/% ~ 71,6°-ot zar be a feladatban

meghatarozott harom lapatloval.

25. feladat (OKTV 2004-2005, I1I. kategoria, elsé forduld, 5. feladat) Tekintstink
egy négyoldala gulat, amelynek az alapja hirnégyszog. Vetitsiik a gila magassa-
ganak talppontjat merélegesen a gula négy oldalélére. Bizonyitsuk be, hogy a négy
vetiilet egy koron van.

Megoldas: (A hivatalos megoldokulcs harmadik megoldasa kovetkezik itt.) Az
alap négy csucsa legyen A, B, C, D, a gula cstcsa E. Vetitsiik az ET atméréji G
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gombot (pontosabban az E pontjatdl megfosztott G gomboét) az E pontbdl kozép-
pontos vetitéssel a gula S alapsikjara.

Ismeretes (ld. pl. Reiman Istvan: A geometria és hatarteriiletei), hogy ez az un.
sztereografikus vetités a G gombon fekvd, E-n at nem halad6 koroket az S sikban
fekvé korokbe viszi at, és megforditva: barmely S-ben fekv kornek a sztereogra-
fikus vetités inverzénél szarmazoé képe egy G-n fekvo kor. A T pont vetiiletei az
oldaléleken mind G-n vannak. Mivel sztereografikus vetiileteik, a gila csucsai egy
koron helyezkednek el, ezért a vetiiletek is az imént emlitett tulajdonsag miatt.

26. feladat ( Varosok Viadala 1998) Egy téglatest egy csicsbol indulé harom
élének Osszege legyen a téglatest summaja. Tartalmazhat-e egy téglatest nala na-
gyobb summaéji masik téglatestet?

1. Megoldas: Tekintsiik a belsé téglatest harom egy csticsba futé élét. Ezek ve-
tilleteinek 6sszege a kiils6 téglatest barmely e élére legfeljebb olyan hosszu, mint
e. Ezt mindharom irdnyra nézve elmondhatjuk. Igy a belsé téglatest élei vetiile-
tének a kiils6 téglatest éleinek harom iranyara nézve legfeljebb a kiils6 téglatest
summaja. Mivel a bels§ téglatest egy tetszéleges élének hossza legfeljebb annyi,
mint ezen él vetiileteinek dsszege a kiils6 téglatest harom, paronként merdéleges
élének irAnyara nézve, ezért a els téglatest summaja legfeljebb a kiilsé summaéja
lehet.

2. Megoldas: Legyenek a belsé téglatest egy cstcsbol indulo élei x,y és z, a
kiils6é pedig a, b, c. Mivel a bels¢ téglatest felszine nem lehet nagyobb, mint a
kiils6é, ezért 2xy + 2yz + 2zx < 2ab + 2bc + 2ca. A belsé téglatest testatloja sem
lehet nagyobb, mint a kiilsé, igy x% + 92 +2z? < a®+b? +c2. Ebbél kovetkezik, hogy
(x+y+2)? < (a+b+c)?, amibsl kapjuk, hogy x +y+z<a+b+c.

27. feladat Egy kocka alaku terem falain mozog harom vadaszpdk. Haléjuk az
altaluk alkotott haromszogben fesziil ki. A teremben ropkod egy légy. A pokok és
a légy sebessége azonos. Elkaphatjak-e a pokok a legyet?

Megoldas: A pokok elkaphatjak a legyet. El6szor helyezkedjenek el az alap-
négyzet harom csticsaban. Legyenek ezek A, B, C, az iires csucs ezen a lapon D. A
C-nél levé pok fusson el a CD élen odaig, hogy a légy helyének ezen élre esé vetii-
leténél legyen. A tovabbiakban ez a pok mozogjon ezen az élen gy, hogy mindig
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a légy vetiiletének helyén legyen. A masik két pok egyszerre felmasznak az A és
B-bél indulo fiiggbleges élek mentén, majd a fed6lapon a BC-vel parhuzamos élek
mentén elsétalnak a C és D feletti csticsokba.

28. feladat A P csicst hegyesszogl szogtartomany belsejében adott a Q pont.
Sajnos ragaszto cseppent a lapra, éppen a P pontot takarja a ragacsos folt. Hogyan
szerkeszthetnénk meg a I(J_Q> egyenes Q-n athalad6 darabjat csak vonalzo segitsé-
gével?

Megoldas: Vegytik fel az a egyenesen talalomra az A, A, és A3 pontokat. Le-

—> —> > —>
gyen Al Qﬂb = Bz, AzQﬂb = Blr AlBl ﬂAsz = R, A3Rﬂb = Bs, A382 ﬂA2B3 =
S. Ekkor alkalmazhatjuk a Desargues tételt: az A1 B, A3 és a B1 A, B3 haromszégek
az R pontra nézve perspektivek, igy megfelel oldalegyeneseiknek metszéspontjai,

<>
azaz P, Q és S egy egyenesre esnek. Tehat QS a keresett egyenes és szerkesztéstink
minden 1épéséhez elegendé volt csak vonalzoét hasznalni.

Megjegyezziik, hogy a feladat Desargues tétel nélkiil is megoldhat6, ha ugy kép-
zeljiik el, mintha az abran levé két egyenes két parhuzamos perspektiv képe lenne.
Ha van két parhuzamos egyenesiink, akkor csak vonalzoval az imént leirt szerkesz-

tés soran (Q—S> 6sképe parhuzamos lesz a és b 6sképével, ehhez pedig elegendéek
hasonlésagi megfontolasok.



FEJEZET 11. KIEGESZITO FELADATGYUJTEMENY

Felhasznalt irodalom

A feladatok és tételek kozott tobb olyan van, ami a matematikai folklor része.
A tobbi feladatot a forrasok utan irtam dolt betiivel.

[1 ] AM Storozhev: Tournament of towns, AMT Publishing, 2006. 25.
[2 ] Bizdm Gyorgy, Herczeg Janos: Logar Miska feladatai, Bibliotheca, 1958. 4.

[3 ] Dobos Sandor: A kombinatorika és a geometria hataran, Raabe Tanacsado
és Kiado, 2007. 6.

4 ] Dobos Sandor, Hraské Andras: Projektiv geometria,
https://matkonyv.fazekas.hu/, 9.

[5 ] Laczké Laszlo, Juhasz Istvan: Feladatgy(jtemény, BJMT kiadvany, 1991. 18.
19.

[6 ] OKTV feladatok: Oktatasi Hivatal www.oktatas.hu, 14. 22. 23. 24.

[7 ] Reiman Istvan: Kétimenzids térszemlélet, OKSZ Matematikai Modszertani
Lapok 5. évfolyam 3. szam, 1999. 7.
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Ajanlott irodalom

[ 1 ] Karteszi Ferenc: Abrazol6 geometria, Tankényvkiado, 1966.

[ 2 ] Lérincz P4l - Petrich Géza: Abrazolé geometria, Tankdnyvkiadd, 2003.
[ 3 ] Romsauer Lajos: Abrazold geometria, Franklin-Tarsulat, 1929.

[ 4 ] Strommer Gyula: Abrazol6 geometria, Tankonyvkiadé, 1974.

[ 5 ] Zigany Ferenc: Abrazol6 geometria, Tankoényvkiadé, 1957.

[ 6 ] nyomtatott jegyzet: Bardné Feind Teréz: Abrazol6 geometria, 1997.

[ 7 ]elektronikus jegyzet: Pék Johanna: Bevezetés az abrazol6 geometriaba, 2012.
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