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Eloszo

Ez a jegyzet els6sorban matematika tanarszakos hallgaték szamara késziilt, és —
reményeink szerint — betekintést nyujt az abrazolé geometriaba.

Az &dbrézolé geometria célja a harom dimenzids ,vildg” megjelenitése a sikban (rajz-
lapon) olyan médon, hogy az abrabdl az eredeti térbeli viszonyokra kovetkeztethessiink.
Jelenlegi modern korunkban — ahol az informatika fejlettsége mindent &tsz6 — szinte
foloslegesnek érezziik azt, hogy , kézzel” szerkessziink képeket egy-egy harom dimenzids
targyrol. Azonban az informatikai képalkoté eljarasok matematikai hatterében mindig
az abrazolé geometria modszerei és tételei hizodnak meg.

Miért hasznos egy matematika szakosnak dbrazolé geometriat tanulni?

Egyrészt erosodik a térszemlélete, és a szabadkézi abrak készitésében is tligyesebbé
valhat. Ez a tanarszakos hallgatok szamara kiemelten hasznos, mivel egy tanar a tablai
rajzaival segiti a matematika (els6sorban a geometria) megértését.

Masrészt a problémamegoldd képesség is fejlodik. Egy-egy komplexebb feladat megol-
dasa soran elGtérbe keriil a lényegretoro, tiszta logikara és térgeometriai tudasra épild
megoldas.

Az abrdzolo geometria elsajatitdasat segitik az alabbi jegyzetek és konyvek:

e Bancsik Zsolt, Juhész Imre, Lajos Séndor: Abrézolé geometria szemléletesen

(elektronikus jegyzet: http://193.6.8.43/segedlet/dokumentumok/Abrazolo_geometria_szemleletesen.php)
e Karteszi Ferenc: Abrazolé geometria
e Romsauer Lajos: Abrazolé geometria I-I1.
e Zigény Ferenc: Abrazolé geometria
e Strommer Gyula: Abrézolé geometria
e Lérincz Pél, Petrich Géza: Abrézolé geometria
e Hajdu Endre, H. Temesvari Agota: Konstruktiv geometria
e Pal Imre: Térlattatos abrazolé mértan

A jegyzettel kapcsolatos észrevételeket, felbukkané hibdkat és elirdsokat a
pekj@arch.bme.hu e-mailre lehet elkiildeni.

Pék Johanna
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0. fejezet

Alapismeretek

0.1. Térgeometriai alapok

A fejezet elsé részében vazlatosan osszefoglalunk néhany (a sik- és térgeometriabél
jol ismert) definiciét és tételt.

Térelemek kolcsonos helyzete

1. Pont és pont:

(a) a két pont egybeesik
(b) a két pont kilénbo6zé

2. Pont és egyenes:

(a) a pont illeszkedik az egyenesre

(b) a pont nem illeszkedik az egyenesre
3. Pont és sik:

(a) a pont illeszkedik a sikra

(b) a pont nem illeszkedik a sikra
4. Egyenes és egyenes:

(a) a két egyenes egybeesik (minden pontjuk kézds)
(b

) a két egyenes parhuzamos (egyetlen kozds pontjuk sincs, de van kozos sfkjuk)
(C) a két egyenes metszO (van pontosan egy kozds pontjuk)

(d) a két egyenes kitéré (nincsenek egy sikban)
5. Egyenes és sik:

(a) az egyenes illeszkedik a sikra (az egyenesnek minden pontja a sfknak is pontja)
(b) az egyenes parhuzamos a sikkal (az egyenesnek a sikkal nincs kozos pontja)

(c) az egyenes metszi a sikot (pontosan egy kozos pont 1étezik)
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6. Sik és sik:

(a) a két sik egybeesik (minden pont és minden egyenes kozos)
(b) a két sik parhuzamos (egyetlen kozds pontjuk sincs)
(C) a két sik metszi egymast (pontosan egy egyenes a kozds pontok halmaza)

Térelemek tavolsaga
(Barmilyen illeszkedés esetén a tavolsag trividlisan nulla.)

1. Pont és pont: A két pont altal meghatarozott szakasz hossza.

2. Pont és egyenes: Tekintve a pont és az egyenes sikjat, hiizzunk merdlegest a pontbol
az egyenesre. Az egyenes és a merdleges metszéspontjanak az eredeti ponttol vald
tavolsaga a keresett tavolsag.

3. Pont és sik: Allitsunk merélegest a pontbdl a sikra. A sik és a mer6leges metszés-
pontjanak az eredeti ponttol vald tavolsaga a keresett tavolsag.

4. Egyenes és egyenes:

(a) Metsz6 egyenesek tavolsaga 0.

(b) Parhuzamos egyenesek tévolsiaga: Valasszunk ki egy pontot valamely egyenes-
rol. A keresett tavolsag ezen pont és a masik egyenes tavolsaga.

(c) Kitér6 egyenesek tavolsaga: Vegylink azt az egyenest, amely mindkét egye-
nest metszi és mindkét egyenesre merdleges. Ez az egyenes mindig 1étezik, és
normdaltranszverzdlisnak nevezzilkk. A normaltranszverzalisnak az egyik, illet-
ve a masik egyenessel alkotott metszéspontjat tekintve (1-1 db), a keresett
tavolsag e két pont tavolsaga.

5. Egyenes és sik:

(a) Ha az egyenes és a sik metsz6, a tavolsaguk 0.

(b) Ha az egyenes a sikkal parhuzamos, tekintstink egy tetszéleges pontot az egye-
nesrol. A keresett tavolsag a pont és a sik tavolsaga.

6. Sik és sik:

(a) Metsz6 sikok tavolsaga O.

(b) Ha a két sik parhuzamos, tekintsiink egy tetszéleges pontot az egyik sikrél. A
keresett tavolsag a pont és a masik sik tavolsiga.

Térelemek szoge
Megjegyzés: Két térelem szoge megéllapodés szerint kisebb vagy egyenld, mint 90°.

1. Két egyenes szogén az iranyvektoraik szogét értjiik.

2. Egyenes és sik szoge a sik norméalvektoranak és az egyenes iranyvektoranak szogé-
nek potszoge.

3. Két sik szoge a normalvektoraik szoge.
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Két merdleges tétele: Egy egyenes pontosan akkor merdleges egy sikra, ha annak
két, az egyenes és a sik metszéspontjan athaladd egyenesére meroleges.

Sy
Osztoviszony: Tekintsiink egy AB egyenest és annak C' pontjat (B # (). Ekkor az

d(A
dEB’, g; € R\ {1} szamot értjiik, ahol a d

A, B, C pontok osztéviszonyan az (ABC) =

el6jeles tavolsagfiiggvény.
Kettbsviszony: Egy AB egyenes A, B,C, D pontjainak (B # C, B # D, A # D)
(ABC)

kettdsviszonydn az (ABCD) = (ABD)

€ R szamot értjik.

0.2. Az abrazol6é geometria és leképezési modszerei

Az abrdzolo geometria célja a valds euklideszi tér pontjainak leképezése a valds euk-
lideszi sik(ok)ra gy, hogy tovabbi hozzarendelésekkel a tér pontjai rekonstrudlhatbéak
legyenek.

A vetitéssel szemben elvaras, hogy a 3-dimenzidés térrél olyan 2-dimenziés ,kép(ek)et”
kapjunk, hogy azokbdl a térbeli viszonyokra (illeszkedés, metszés stb.) egyértelmiien ko-
vetkeztethessiink.

A leképezés lehet parhuzamos vagy centralis vetités, és torténhet 1 vagy tobb sikra.
Az(oka)t a siko(ka)t, amely(ek)re vetitink, képsik(oknak nevezzik (az dbrakon ).
Egy tetszoleges, térbeli P pontot tekintve

— parhuzamos vetités esetén — a vetités iranyaval parhuzamost hizva a P-n keresztiil,

— centralis vetités esetén — a leképezés C' centrumat Osszekotve a P-vel,
vetitéegyenest kapunk (az abrakon v).

A P-n dtmend vetitéegyenes és a képsik metszéspontja (ha az létezik) adja a P pont
képét (az abréakon P’).
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Az abrazol6 geometria fobb leképezési modszerei

Parhuzamos vetitések: A térbeli pontokat egy irdnnyal parhuzamosan vetitjik a
sikra/sikokra. Tulajdonsagai:

e egyenestarté

e parhuzamossagtarto

e _ardnytart6” (osztéviszony-tarto)
Fobb parhuzamos vetitési eljarasok:

1. Kétas projekcio

2. Monge-projekcié

3. Axonometria

Centralis vetitések: A térbeli pontokat a tér egy pontjabdl (a centrumbol) vetitjik a
sikra/sikokra. Tulajdonsagai:

e cgyenestarto
e kettosviszony-tartod

Fobb centrdlis vetitési eljardsok:
1. Centralis projekcié

2. Perspektiva

Megjegyzés 1.: Valamely térelem (példaul egyenes, sik) képén az azt alkotd pontok
képeinek halmazat értjiikk. Erre a nyilvanvalé tényre a tovabbiakban ,illeszkedéstartés-
ként” hivatkozunk.

Megjegyzés 2.: Az egyenestartas azt jelenti, hogy kollinearis pontok képei kollineari-
sak. Ebbe beleértjiik azt is, hogy egy egyenes képe specidlisan pontta is fajulhat.



1. fejezet

Koétas projekcié

1.1. A kétas projekcié alapjai

A parhuzamos vetitések specialis esetei az Uun. merdleges vetitések, ahol a vetités
irdnya a képsikra meroleges.

A kotds projekcio egy képsikot hasznalé merdleges vetités. Azonban igy még nem
kolesonosen egyértelmii a vetités, ugyanis egy képsikra merdleges egyenes (vetitéegyenes)
minden pontjanak ugyanaz a képe. E hiba kikiiszobolheté tgy, hogy minden egyes
ponthoz kdta (vagy mérdszam) tartozik.

A kéta egy olyan valés szam, amely megadja a pontnak a képsiktol vett el6jeles(!)
tavolsagat. A tavolsdgot egy elore meghatarozott egységhez viszonyitjuk, amelyet a
képsikon (azaz a rajzunkon) fel kell tiintetni (e-vel vagy egyszeriien 1-gyel jelolve).

Pont abrazolasa

Rogzitsiik a térben a képsikot (az dbréazolas sikjat, azaz a rajz sikjat), és adjuk meg az
egységet (ezt a rajz sikjaban tuntetjiik fel). Tekintstink egy tetsz6leges P pontot, amely
3 egység tavolsdgra van a képsik ,felett”.

A P pont abrazolasa a kovetkezo:

Sasidag

o o

Loy *PE)

Az egész kotaju pontokat szintpontoknak nevezziik. Specialis helyzetiinek tekintheto
a képsik 6sszes pontja, amelyeknek a kotaja — nyilvanvaléan — 0.
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Egyenes abrazolasa

A kétéas projekcié mint parhuzamos vetités egyenestartd, igy egyenes képe egyenes.
Ez a merdleges vetiilet azonban nem elég ahhoz, hogy az egyenes a képe alapjan
egyértelmiien rekonstrudlhatéd (visszaallithatd) legyen. (Gondoljuk végig, hogy végtelen
sok egyenesnek lehet ugyanaz az egyenes a meréleges vetiilete.)

Ezért egy egyenest két pontjdval (dltaldban a (0)-s és (1)-es kétajuakkal) dbrdzoljuk.

Az egyenes kitiintetett szerepli pontja az un. nyompontja — ez az egyenes metszéspontja
a képsikkal, kétaja 0. Jelolése: N = N'(0) vagy (0).

Egy egyenes képén két, egymast koveto, egész kotaju pont képe kozotti tavolsagot
osztokoznek nevezzik. (Az dbran az x-szel jelolt szakasz.) Az egyenes egész kétaju
pontjainak meghatarozédsat/dbrazolasat gradudldsnak (1épcsézésnek) nevezziik.

Specialis egyenesek

o Szintvonalak/szintegyenesek: Olyan egyenesek, amelyek parhuzamosak a képsikkal.
(Abrazoldsukat 1asd sik szintvonalaindl.)

o Vetitdegyenesek: A képsikra merdleges egyenesek. A képiik egyetlen ponttd fajul.

Alapfeladat: Tegytk fel, hogy ismerjilk az e egyenes képét a nyompontjaval ((0)) és
(2)-es szintpontjaval. Hatarozzuk még néhany tovabbi egész kétaju pontjat! (gradudlas)

Megoldas: Huzzunk egy tetszOleges egyenest a nyomponton at, és vegytink fel ré
egy tetszéleges g szakaszt. A parhuzamos szelOk tételének felhasznalasaval az & osztokoz
atmasolhato.
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Sik Abrazolasa

Egy sik képe a parhuzamos, meroleges iranyu vetités soran az egész képsikot
adnéd. Ezért nem minden pontjanak a képét adjuk meg, hanem a koévetkezd (elemi
térgeometriabdl jol ismert) lehet6ségek koziil valasztunk: a sikot megadhatjuk
— 3 kiilonb6z6 pontjaval,

— 1 pontjaval és egy arra nem illeszked6 egyenesével,

— 2 metsz6 egyenesével,

— 2 parhuzamos egyenesével.

A gyakorlatban féként két specidlis parhuzamos egyenesével adjuk meg a sikot. Ezek a
parhuzamos egyenesek a sik egész kotaju szintvonalai, altaldban a sik 0 és 1 magassagu
pontjainak egyenesei.

A sik specidlis szintvonala a 0 magassagu (vagy (0)-s) szintvonal, amelyet nyomvonalnak
neveziink.

A sik azon egyeneseit, amelyek a szintvonalakra merélegesek, esésvonalaknak nevezzik.
(Az abran az e egyenes a sik egy esésvonala.) A sik egy esésvonaldanak osztékozét a sik
0sztokozének nevezzik. (Az dbran x-szel jelolve.)

Lemma: (esésvonalra vonatkoz6 képi feltétel) Az esésvonal képe (') merdleges a
nyomuonalra (és az dsszes szintvonal képére is).

Bizonyitas: Elegend6é azt belatni, hogy a nyomvonal merdleges az esésvonal és
képe 4altal adott sikra ([e,€’]). (Ugyanis ha egy egyenes meréleges egy sikra, akkor a sik
minden egyenesére merSleges.) Definicié szerint el (0), és a vetités miatt v L(0) (ahol
v C [e, €] vetitbegyenes). E két merdlegességbdl kovetkezik, hogy (0)L [e, v] = [e, €'] (1d.
két merdleges tétele). Ebbol pedig mar kovetkezik, hogy (0)_Le’. 0

Specialis sikok
o Szintsikok: A képsikkal parhuzamos sikok.

o Vetitdsikok: A képsikra merdleges sikok. A képiik specialisan egy egyenessé fajul!

Alapfeladat: Adott egy sik A, B, C' pontjaval. Hatdrozzuk meg a sik szintvonalait!

Megoldds: Az osztéviszony-tartds miatt az AC szakasz felez8pontja egy 2 magas-
sagban 1év6 pont. Ez a felezOpont és a B pont mar megadja a sik (2)-es szintvonalt,
amelyekkel parhuzamos az (1)-es és a (3)-as szintvonal.
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1.2. Helyzetgeometriai alapfeladatok

Helyzetgeometriai feladatokon pont, egyenes és stk kolesonos helyzeteinek abrazola-
sat értjuk.

Nyilvanvalé, hogy két pont/egyenes/sik pontosan akkor esik egybe, ha képiik és ko-
tajuk/osztokoziik azonos.
Tekintsiik at a fontosabb esetek képi feltételeit:

1.

Egy pont akkor és csakis akkor illeszkedik egy egyenesre, ha képe illeszkedik az
egyenes képére, és(!) a pont kétdja megegyezik annak az egyenesen fekvé pontnak
a kétajaval, amelynek képe az eredeti pont képével azonos.

. Egy pont akkor és csakis akkor illeszkedik egy sikra, ha illeszkedik a sik egy tet-

szOleges egyenesére.

Két egyenes parhuzamos pontosan akkor, ha képeik parhuzamosak, az osztékoziik
ugyanakkora és lejtésiik azonos. (Lejtés alatt azt az egyenesen meghatarozott irdnyt
értjiik, amely felé indulva egyre kisebb kétaju pontokhoz jutunk. A lejtés kozvetlen kap-
csolatban all az egyenes képsikszogével, amelyrol kés6bb lesz sz6.)

Két egyenes metszo, akkor és csak akkor, ha képeik metszoek és a képen keletkezo
metszéspont mindkét egyenesre illeszkedik.

e és f parhuzamos egyenespar; e és g metsz6 egyenesek

Egy egyenes pontosan akkor illeszkedik egy sikra, ha az egyenes megfelel6 kotaju
pontjai illeszkednek a megfeleld kotaju szintvonalakra.

Egy egyenes akkor és csak akkor parhuzamos egy sikkal, ha nincs k6zos pontjuk.
(A sik egy egyenesével parhuzamos.)
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az s egyenes eleme a siknak; e parhuzamos a sikkal; f metszi a sikot

7. Két sik akkor és csak akkor parhuzamos, ha szintvonalaik parhuzamosak, az osz-
tokoziik ugyanakkora és lejtésiik azonos.

(D,

« és v sikok parhuzamosak; az o és B egymaést metsz6 sikok

Megjegyzés: Egy egyenesen vagy egy sikon nem egész (de racionalis) kotaju pontokat is
abrazolhatunk. (I1d. egyenes leforgatasa)

Alapfeladat: Adott két (nem péarhuzamos) sik (0)-s és (1)-es szintvonalakkal. Szerkesz-
tendd a két sik metszésvonalal

Megoldas: Két sik metszésvonala olyan egyenes, amely mindkét sikban benne van.
A megfelel6 szintvonalak metszéspontjai kozos pontjai mindkét siknak, ezért elemei a
metszésvonalnak. Ezek a pontok adjak az m metszésvonal megfelel6 kétaju pontjait.
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Alapfeladat: Adott egy sik (0)-s és (1)-es szintvonalaival, tovabbé egy e egyenes (0)-s és
(1)-es szintpontjaival. Hatdarozzuk meg a sik és egyenes metszéspontjat!

Megoldds: Az egyenesen &t vegyiink fel egy tetszileges (segéd)sikot. Az eredeti sik
és segédsik metszésvonalat az el6z6 feladat alapjan meg tudjuk szerkeszteni (s egyenes).
Az e és az s kozos sikban van (a segédsikban), igy a metszéspontjuk kijelolhets (M pont).
Ez az M pont illeszkedik az e egyenesre, és(!) rajta van az eredeti sikon is (ugyanis az s
egyenes benne van az eredeti sikban) — ezért M a keresett metszéspont.

(Az M pont m kétdjat a késébbiekben az egyenes leforgatasaval meg tudjuk hatérozni.)

Gyakorlé feladatok

1. Adott egy sik harom pontjaval. Szerkessziink meg a sik egy jabb pontjat! (sikbeli
négyszog szerkesztése)

2. Adott egy e egyenes (0)-s és (2)-es szintpontjaival, és egy f’ egyenes és azon egy
(1)-es k6taju pont. Hatdrozzuk meg az f egyenest tigy, hogy e és f metsz6 legyen!
Segitség: Metsz6 egyeneseknek létezik kozos sikja.

3. Adottak A, B, C pontok és egy e egyenes (tetszéleges kotdkkal). Szerkessziik meg
az ABCA és az e egyenes kozos pontjat!

1.3. Metrikus alapfeladatok

Metrikus alapfeladatokon térelemek tavolsaganak és szogének meghatarozasat értjik.
Két térelem tavolsagdnak és/vagy szogének megszerkesztéséhez szitkség van arra, hogy
egy egyenest vagy egy sikot valédi nagysagban lassunk. Ezt Ggy érjiik el, hogy a széban
forgd egyenest /sikot a képsikba (ritkabb esetben képsikkal parhuzamos sikba) forgatjuk.

Egyenes leforgatasa

Legyen e egy tetszoleges egyenes a térben, és tekintsiik azt a vetitosikot, amely e-t
tartalmazza. Az e egyenes leforgatdsa soran ezt a vetitosikot fogjuk a képsikba forgatni,
felhasznélva azt a tényt, hogy a vetitosik a képsikra meroleges.
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Az egyenes leforgatasa egy térbeli, tengely kortili forgatas, ahol a forgatas szoge +90°,
tengelye az €’. Nyilvanvald, hogy ekkor az egyenes nyompontja fixpontja a forgatasnak.

Az dbran a P pont az egyenes 1-es kétaju pontja. Ez a pont a forgatds sordn egy e’-re
meréleges sikban mozog egy olyan koron, amelyek koézéppontja P’'(1), sugara pedig 1
egység. A P pont leforgatottjat P°-tal jeloljik, az e forgatott képe e°.

Egyenes képsikszoge: Az egyenes leforgatdsa soran az €' és e° egyenesek szoge —
a leforgatds tulajdonsdgaibdl adéddan — éppen az egyenes képsikkal bezéart szoge ().
A (0)P'P° A haromszoget tekintve lathat6, hogy az egyenes ¢ képsikszoge és az egyenes
o osztokoze kozott az aldbbi Osszefiiggés all fenn:
Az eqyenes képsikszogére fenndll, hogy
- 0°< <45, hao>1;
—@=45° hao=1;
—45° < p < 90° hao<1;
ahol 1 a kitiintetett egység.

Sik képsikszoge: FEgy sik képsikszogén egy esésvonalanak képsikszogét értjiik.

Alapfeladat: Legyen adott egy e egyenes (0)-s és (1)-es kétaju pontjaival, valamint
egy P’ pont az e’-n. Hatdrozzuk meg P kétdjat ugy, hogy P illeszkedjen az egyenesre
(P e€e)l

Megoldas: Forgassuk le az egyenest az (1)-es kotdju pont segitségével (lasd elézé
abra), igy megkapjuk e®-at. Huzzunk merélegest P’-bél az e'-re. Ahol ez a mer6leges
elmetszi e®-at, ott talaljuk a P pont P° forgatott képét.
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A pont és forgatottja kozotti tavolsag — a leforgatasi eljaras definicidéja szerint —
megadja a pont kétajat, azaz: d(P’, P°) = p.

Sik leforgatasa

Az egyenes leforgatdsa lehetéséget ad arra, hogy barmilyen szakasz hosszat meg
tudjuk hatarozni és azt fel tudjuk mérni. Hasonlé gondolatmenettel szeretnénk elérni,
hogy egy sikon barmilyen sikidomot megszerkeszthessiink.

Egy sik leforgatasa esetén a sik nyomvonala mint tengely kortl forgatjuk a sik pontjait
a képsikba (kivételes esetekben a sikot egy szintvonala koriil is beforgathatjuk az adott
szintsikba). A forgatds szoge a sik képsikszoge vagy annak kiegészit&szoge.

Az ébra jeloléseit felhaszndlva, egy sikbeli tetszéleges P pont forog a (0)-s szintvonal
(nyomvonal) kortil. A P pont egy olyan korén mozog, amelynek sikja meréleges a
nyomvonalra (mint forgatasi tengelyre), kozéppontja N és sugara d(N, P) = x.

Lathato, hogy csupan az x szakasz hosszara van sziikkség a P pont leforgatasahoz. Ez az
x szakasz az N P' P/ haromszog atfogdja — ezt a haromszoget leforgatdsi haromszognek

nevezziitk. Ezt a haromszoget megszerkeszthetjiik a képsikban az NP’ befogdt és a P
kétajat alapul véve (NP PA).
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A merdleges vetités megérzi az egyeneseket, az illeszkedést és az osztoviszonyt is,
ezért egy tetszoleges sik pontjai és a képsik pontjai kozott tengelyes affinitas van.
A tengelyes affinitas (egy sikban vagy két sik kozott) egy pontonként fix egyenessel
rendelkez6, bijektiv, egyenestarto, illeszkedéstartd és osztoviszony-tartd transzformacio.
Az is igaz még, hogy a merdleges vetités soran kapott kép és a leforgatott kép kozott
(sikbeli) tengelyes affinitds van. A sik nyomvonala pontonként fix egyenes (ez az affinités
tengelye), tovabba egy P pont P’ vetitett képének és P° forgatott képének egyene-
se (azaz az affinitds irdnya) merdleges a nyomvonalra. (Ez a meréleges tengelyes affinitas.)

Megjegyzés:  Sikbeli tengelyes affinitassal kapcsolatos alapszerkesztéseket lasd a
jegyzet végén.

Alapfeladat: Adott egy sik és annak egy A pontja (A'(1)). Szerkessziink a sikon olyan
tetszoleges oldalhosszusagu szabalyos haromszoget, amelynek egyik csicsa az A pont!

Megoldas: Legyen adva a sik a nyomvonalaval és az (1)-es szintvonaldval, amelyen
rajta van az A pont.

Forgassuk le az A pontot a fent megismert képsikba forgatéssal: Allitsunk merdlegest
az A’-bél a szintvonalakra. Legyen ennek a merélegesnek és a nyomvonalnak a metszés-
pontja N. Az A’-bél allitsunk merdlegest az elobbi merélegesre (ez most éppen az (1)-es
szintvonal). Mérjik fel az A’-bél az A kotdjat erre a masodik merélegesre (ez most 1
egység) — igy kapjuk az A pontot. A térbeli leforgatasi haromszog (N A’AA) a sikban az
NAANA. Az {gy kapott NA dtmdsolhaté — forgatdssal — az NA° szakaszba.

A (0)-s szintvonal és az A° forgatott pont mar a sik leforgatottjanak tekinthetd.

Szerkessziink itt egy szabdalyos haromszoget: A°B°C°A.

A feladat befejezéséhez szitkség van még a B’ és C” pontokra (a sikban).

=
Tekintstik az AB egyenes A°B° forgatott képét. Ez az egyenes elmetszi a nyomvonalat
egy Ti pontban, amelyrdl tudjuk, hogy 77 = T] = T7 (mivel T} eleme a pontonként
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fix nyomvonalnak).(_E_;gy egyenest két pontja egyértelmilen meghatarozza, igy A’ és T}

egyenese éppen az AB egyenes A'B’ képe.
Azt is tudjuk, hogy a leforgatas soran egy pont vetitett képének és forgatott képének
egyenese meréleges a szintvonalakra. Allitsunk merdlegest B°-bol a nyomvonalra. Ahol

ez a mer6leges elmetszi az T] A" = jzl’—B—>’ egyenest, ott lesz a keresett B’ pont. — A B’ pont
megszerkesztése — mas nézépontbol — meréleges tengelyes affinitdssal tortént: Adott egy tenge-
lyes affinitds tengelyével (a (0)-s szintvonal /nyomvonal) és egy megfeleld pontparral (A° — A’).
Ha(hérﬂ)zuk meg egy B° pont B’ képét! Mivel a teng(eli>es affinitas tengelye pontﬂ{)ént (ﬁigzért
az A°B° egyenesnek Ty = T fixpontja, amellyel az A’ B’ kép meghatérozhaté: T/ A’ = A’B’. Az
affinitas irdnya meroleges a tengelyre, ezért a B°-bdl hiizott irdany kimetszi az el6bbi egyenesbdl
a B’ pontot. PN

A C°-bél a C" meghatdrozasa ugyanigy torténik, ott az AC' egyenes kiilonbozé képeit és
a Ty fixpontot hasznaljuk fel.

Sik és egyenes merolegessége

Az eddigiekbdl nyilvanval6, hogy a térbeli merdleges vetités nem szogtartd, igy
két térelem merdlegességét altalaban nem ismerjiik fel a képeik allasa alapjan. Ez alol
kivételt képez, ha egy egyenes és egy sik merdlegességét szeretnénk megallapitani,
amelynek képi feltétele a kovetkezo:

Tétel: (sik és egyenes mer6legességének képi feltétele) Tegyiik fel, hogy adott egy o
sik két szintvonaldval és eqy m egyenes két szintpontjdval. Az m egyenes pontosan akkor
meroleges az « sikra, ha
— az egyenes m' képe merdleges az v sik szinvonalainak képeire, azaz m’'1(0), ;

— az eqyenes €s a sik osztokoze eqymds reciprokai, azaz 0, = i ;Eés
— az eqyenes és a sik lejtiranya ellentétes.
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Bizonyitds: Legyen adott egy « sik (0)-s és (1)-es szintvonalaival, m egy rd nem
illeszked6 egyenes, metszéspontjuk legyen az 1-es magassagban 1évé M pont. Legyen ¢
az m vetitésikja; tovabba az e a sik olyan esésvonala, amely a ¢ sikban van. (Ez a tétel
bizonyitdsdnak mindkét irdnyanal felteheté.) Az M ponthoz tartozd vetitéegyenes a v egyenes
(v C9).

Tegyiik fel, hogy m_La. Ekkor egyrészt m_1(0), (mivel egy egyenes pontosan akkor
meréleges egy sikra, ha annak minden egyenesére meréleges). Masrészt — a merdleges vetités
miatt — v1(0),. Az m és v egyenesek benne vannak a 0 vetitésikban (m,v C 9), igy
kévetkezik, hogy (0),L0. Emiatt pedig (0),-Lm’, mert m' C 6.

Az osztokozre vonatkozd feltétel igazolasahoz tekintsiik a (0).(0),, M A haromszoget,

amelynek M M’ az atfogbhoz tartozé magassaga (d(M, M') = 1). Ebben a haromszoghen
o 1

(0)e M'MA ~ MM (0),A, igy OT = — kovetkezik. Ez éppen azt jelenti, hogy a sik és
0

az egyenes osztokozei egymas reciprokgli. (Roviden: Az osztokozokre vonatkozé feltétel a
magassagtétel kovetkezménye.)

Megforditva, tegyiik fel, hogy a tételbeli képi feltételek teljesiilnek. Ekkor az egyik
feltétel szerint m/1(0)4 és a merSleges vetités miatt vL(0)q. Igy (0)4Ld, amibél (0)4Lm
kovetkezik. (Ekkor mér feltehet6 az is, hogy a d sikban 1étezik az e esésvonal.)

Az oszt6kozokre vonatkozo feltétel miatt a 0 vetitdsikban fekvo (0).(0),,, M A-et tekintve,
m e azonnal addodik.
Tehat m meréleges az a sik két egyenesére ((0),-ra és e-re), igy m_La.
A lejtiranyokra vonatkozd feltétel a konstrukcié miatt mindkét irdnyban nyilvanvalé.
O

Alapfeladat: Adott egy sik (0)-s és (1)-es szintvonalaval, és adott rajta egy M pont
(M'(1)). Szerkessziink a M-en &t meréleges egyenest a sikral

Megoldds: A képi feltételre vonatkozé tételt felhasznalva allitsunk merdlegest M’-bél
a szintvonalak képeire, igy kapjuk m’-t. Az m egyenesnek M egy pontja, igy csupan egy
Ujabb pontot kell az egyenesrdl meghatérozni: legyen ez a (0)-s kotdju pont. Ehhez a stk
osztokozének reciprokat kell megszerkeszteni.
Forgassuk le az e esésvonalat (e°) és az M pontot (M°). Az e esésvonal vetitosikjaban
talalhatd az m merdleges egyenes is, amelynek M egy pontja. Emiatt ha M°-bdl mero-
legest allitunk e°-ra, megkapjuk az m meréleges m® forgatott képét. Ahol ez a forgatott
kép elmetszi m’-t, ott van az m egyenes (0),,-es kotdju pontja (amely a leforgatas sordn
fixpont).
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Megjegyzés: A sik osztékozének ismeretében az egyenes osztokozének meghatarozasat
reciprok-osztokoz szerkesztésnek nevezziik.

Gyakorl6 feladatok

1.

Legyen adott két sik két-két szintvonalaval igy, hogy a szintvonalak parhuzamosak
egymassal (de a két stk nem parhuzamos). Szerkessziik meg a két sik metszésvona-
lat!

Segitség: Tekintstiink egy olyan vetitésikot, amely mindkét sikbél 1-1 esésvonalat
tartalmaz és forgassuk azt le. gy a két esésvonal metszéspontja a keresett metszés-
vonal egy pontja. A metszésvonal pedig parhuzamos a sikok szintvonalaival.

. Adott egy egyenes két pontjaval. Szerkessziik az egyenesre (tetszoleges helyre) egy

5 cm hosszisagu szakaszt!

. Adott egy egyenes ¢’ vetiilete és nyompontja. Hatdrozzuk meg az egyenest (egy

ujabb pontjaval) gy, hogy képsikszoge 30° legyen!
Segitség: ,Forgassuk le” az egyenes vetitosikjat, és szerkessziink olyan derékszogi
haromszoget, amelynek egy szoge 30° és az azzal szemkoztes oldal 1 egység.

Legyen adott egy egyenes e’ vetiilete és tetszoleges P pontja. Hatdrozzuk meg az
egyenes nyompontjat ugy, hogy képsikszoge 30° legyen!

Legyen adott egy siknak a nyomvonala (azaz a (0)-s szintvonala). Hatarozzuk meg
a sik egy 1jabb szintvonalat gy, hogy a sik képsikszoge 30° legyen!

Legyen adott egy sik szintvonalaival és egy rd nem illeszkedd P pont. Allitsunk
merélegest P-bdl a sikral

Legyen adott egy sik szintvonalaival. Szerkessziink olyan P pontot, amely 3 cm
tavolsagra van a siktol!

Szerkessziink adott sikra 4 cm oldali négyzetet!

(Osszetett feladat) Szerkessziink adott sikon all6 egyenes gilat, melynek alapja 4
cm oldalt négyzet, magassaga 5 cm!



2. fejezet

Monge-projekcid

2.1. A Monge-projekcié alapjai

A Monge-projekcio egy kétképsikos, parhuzamos vetitési eljaras. Megalkotdja
Gaspard Monge (1746-1818) francia matematikus.

Rogzitsiink a térben két egymaésra meroleges sikot. Legyen az egyik a K elsd képsik,
a masik a Ky madsodik képsik. A két képsik metszésvonala az x5 Gn. képsiktengely. A
képsikok a teret 4 térnegyedre osztjak, amelyeket 1., I1., II1. és IV. térnegyednek hivunk.
(Az 1. térnegyedet mindkét képsik pozitiv félsikja hatarolja.)

Vetitsiik a tér pontjait merélegesen ezekre a képsikokra. Igy egy tetsz6leges P pont
Ki-re es6 merdleges vetiiletét a P pont elsd képének nevezziik és P’-vel jeloljik, hason-
l6an a Ko-re esé merdleges vetiilet a P mdsodik kép. A PP' és PP" egyenes rendre egy
elsd és egy mdsodik vetitéegyenes. (Az els6 képet szokas felillnézetnek, mig a masodik
képet elolnézetnek is nevezni.)

+ K>
II P” I
NG
: j
]
]
= ]
:\
d |
P
CP'
+ X
1. IV

Nyilvanvalo, hogy els6 és egy masodik képhez egy és csakis egy pont tartozhat a térben,
ezért a leképezés kolcsonosen egyértelmii (P <> {P’, P"}).

17
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A cél azonban az, hogy egyetlen sikban (a rajz sikjaban) abrézolhassuk a tér pontjait.
Ezért hajtsuk 0ssze” a két sikot: fektessiik a Ky pozitiv félsikjat K negativ félsikjaba,
és K, negativ félsikjat a K, pozitiv félsikjaba, igy a két képsikot (és minden pont két
képét) mar egyetlen sikban latjuk.

Mivel mindkét képsikra a vetités iranya meroleges, ezért a képsikok ,,0sszehajtasa” utan
egy P pont P’ és P" képei egy egyenesen (P’ P") helyezkednek el, ez a P ponthoz tartozé
rendezd(egyenes). — Vegyiik észre, hogy a P pont tavolsidga a K7 képsiktol a PP” szakasz

hossza, mig a P K,-t6l valé tavolsagat a PP’ szakasz hossza.

Pont abrazolasa

Egy tetszoleges pont abrazolasat mar a bevezetoben ismertettiik. A pont két képé-
bdl kovetkeztetni lehet arra, hogy melyik térnegyedben van. Példaul a II. térnegyedbeli
pontok esetében mindkét kép az x, 5 képsiktengely f61é keriil.

Specialis helyzetli pontoknak tekinthetoek a képsikokon elhelyezked6 pontok. Ha E
illeszkedik a K képsikra (E € K;), akkor a masodik képe illeszkedik a képsiktengelyre
(E" € x12). Hasonlban, ha F' € Ky, akkor F' € xq 5.

Cr

Frr

|E” F' G=G" Xr2

A’ (.
D" I'=I

Az abran A, B, C' és D rendre 1., I1., I1I. és IV. térnegyedbeli pontok. Az F € Ky, F € K,
és G € r12. A H pont az un. szimmetriasik egy pontja, mig I koincidenciasikbeli pont
(lasd: specialis sikok).
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Egyenes abrazolasa

A Monge-projekcié egyenestarté leképezés, ezért a merOleges vetités sordn egy
egyenes képe szintén egyenes lesz (kivéve a vetitéegyenesek). Mivel két képsikra
vetitink, igy egy e egyenest két képe hataroz meg egyértelmilen: az e’ elsé képe és
az €’ masodik képe. Egy e egyenes (dltaldban) két pontban metszi a két képsikot, a
K, képsikkal val6 metszéspontjat elsé nyompontnak, mig Ks-vel valé metszéspontjat
masodik nyompontnak nevezziik és rendre Np-gyel, illetve Np-vel jeloljik. Amennyiben
tobb egyenes szerepel az adbran és a nyompontok az adott szerkesztésben kiemelt
szerepet toltenek be, ugy élhetiink az Ny és Ny jelolésekkel is.

Toémorebb, matematikai frasméddal élve: e N Ky = {. N1} és enN Ky = {.Na}.

X2 N

Specialis egyenesek

o Képsikokkal pdrhuzamos egyenesek: Ha egy egyenes parhuzamos a K; képsikkal,
akkor a masodik képe parhuzamos az z o (képsik)tengellyel. Analég 4llitas igaz a
Ks-vel parhuzamos egyenesekre.

Képi feltételek az Gsszes specidlis parhuzamos egyenesre:

l“Kl <~ ZHHZELQ ; l||K2 < ZIHZELQ ;
le K, <~ l”:JZLQ ; le Ky < l,:xLQ ;

lHl’LQ <~ lIHCCLQ és l””SL'LQ .
Az abrén d|| K7, c|| K3 és ez .

o Képsikokra merdleges eqyenesek: A merdleges helyzetli egyenesek a korabban mar
emlitett vetitdegyenesek. Egyik képiik specialisan pontta fajul. Els6 vetitéegyenes
esetén az elso kép egyetlen pont, igy az egyenes minden pontjanak ugyanaz az els6
képe. Masodik vetitoegyenes esetén minden pontjanak ugyanaz a masodik képe.
Képi feltételek:

LK, <= 1"lx15 és ' egy pont ;
1Ky, <= l'lxzyy és 1" egy pont .
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Az abran a egy els6-, mig b egy masodik vetitGegyenes.

o Profilegyenesek: Olyan egyenesek, amelyek mer6legesek az x; o képsiktengelyre. (A
mer6legességet itt kitérd egyenesekre is értjik.) Egy profilegyenes els6 és méasodik
képe egybeesik, rdadasul ez(ek) meréleges(ek) az xy o-re. Emiatt egy profilegyenes
szokasos modon torténé abrazolasa nem lehet kolcsonosen egyértelmii, ezért egy
profilegyenest két pontjdval abrdzoljuk.

Képi feltétel: p profilegyenes <= p' =p" ésp'lai,.
Az 4dbran a p profilegyenest A és B pontjaival abrazoltuk.

th" 4 e p=p"
i Bh"
dn

& AH

/ X12

Sik abrazolasa

Tekintsiink egy « sikot a térben, amelyet abrazolhatjuk két egyenesével vagy harom
pontjaval (lasd: kotds projekcidban sik abrazolasa).

Altaldban a siknak két specidlis egyenesét abrazoljuk, mégpedig a stk metszésvo-
nalait a két képsikkal (amennyiben ezek léteznek). Az « sik K; képsikkal alkotott
metszésvonalat a sik elsd nyomwvonalinak (n;), a Ks-vel valé metszésvonalat a sik
mdasodik nyomuvonaldnak (ny) nevezziik. Ha tobb sik nyomvonala is fontos szerephez
jut a szerkesztésben, gy bal alsé indexben feltiintethetjiik a sikot is: a N K7 = 4ny és
an K2 —=aNo.
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A két képsik és az o metsz6 helyzete miatt az o sik két nyomvonala az x; o-tengelyen
metszi egymast.

A sik minden pontjan athalad a sik két specidlis egyenese, amelyek parhuzamosak
valamely nyomvonallal. Az « sik ,n; els6 nyomvonalaval parhuzamos egyeneseit a sik
elso fovonalainak, az ,no-vel parhuzamos sikbeli egyeneseket a sik mdsodik fovonalainak
nevezzik. (Lasd késébb.)

Az dbran a sik egy P pontjan athalad egy f; els6 és egy fo masodik févonal. Egy
févonal abrazolasakor két tulajdonsagat kell figyelembe venni: egyrészt parhuzamos
valamely képsikkal (mivel parhuzamos valamely képsik egy egyenesével — itt ez az
egyenes egy nyomvonal), mdsrészt illeszkedik a sikra. (A sfkra illeszkedd pontok és
egyenesek szerkesztését és képi feltételeit a kovetkezo fejezetben targyaljuk.)

Megkilonboztetiink dolt és feszitett sikot aszerint, hogy a két képen a stk ugyanazon
vagy kiilonb6zo oldalat latjuk-e.
Délt sik esetén az els6 és masodik képen is a sik egyik oldalat latjuk, ebben a sikban
egy haromszog két képének kortljarasi iranya megegyezik. (Lasd az el6z6 abrét.)
Feszitett sik dbrazolasakor a két képen a sik kiilonboz6 oldalait latjuk, igy egy sikbeli
haromszog két képének kortljarasi iranya ellentétes.

Xja
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Specialis sikok

o Képsikkal (vagy a képsiktengellyel) pdrhuzamos sikok: Ha egy sik parhuzamos va-
lamely képsikkal, akkor egyik nyomvonala eltiinik és igy a mésik parhuzamos az
x1 0-tengellyel. Amennyiben egy sik az x; o-vel parhuzamos, ugy mindkét nyomvo-
nala parhuzamos a képsiktengellyel.

Osszefoglalva:

S|Ky <= A és sngllz1e;
0Ky <= Asny & sz ;

5”1’172 < 5711”17172 és 5712”1‘172 .

o Képsikokra merdleges sikok: Egy K els6é képsikra mercleges sikot elsd wvetito-
stknak, a K, masodik képsikra meroleges sikot mdsodik vetitésiknak neveziink.
Egy els6/masodik vetitésik esetén a sik minden pontjanak els6/masodik képe a sik
els6/masodik nyomvonalara keriil. Kénnyen lathaté, hogy (a merélegesség miatt)
egy els6/masodik vetit6sik masodik/elsé nyomvonala meréleges x; o-re.

A képi feltételek:

01K, <= snolaxis
5J_K2 e 5711J-331,2

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy egy tetszoleges egyenes els6 és masodik képét egy
els6 és egy masodik vetitosik megfelelé nyomvonalaként kapjuk. Ez a tény fontos
az un. fed6egyenesparok modszerében (lasd késébb).

Az abran « egy els6, mig [ egy masodik vetitosik.

o Profilsikok: Olyan sikok, amelyek merdlegesek az z o képsiktengelyre. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy a két nyomvonal egybeesik és merdleges az x; o-re.
Képi feltétel: dLlzo <= sn1 =sng és sn1laio
Az 4dbran a v egy profilsik.

Cr=C"

e M 8 A=A

Kﬁ ¥ Xp2
™
\

=
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o Szimmetriasik és koincidenciasik: A két képsik szogfelezosikjait tekintve a szim-
metriasikhoz és a koincidenciasikhoz (egybeesési sikhoz) jutunk. A szimmetria-
sik az I. és III. térnegyedben talalhato, és minden P pontjara teljesiil, hogy
d(P',x12) = d(P",x12). A koincidenciasik a II. és IV. térnegyeden halad &t és
minden P pontjara P’ = P” fennall.

Az el6z6 abran az ABCA koincidenciasikbeli, a DEF /A szimmetriasikbeli harom-
sz0g.

keincidencia-
ik ] K 2
szimmelria-
stk
K

Fontos megjegyzés: Az illeszkedés- és egyenestartasbol azonnal lathaté, hogy egy sik
két képe kozott tengelyes affinitas van, ahol az affinitas tengelye a siknak és a koinciden-
ciasiknak a metszésvonala, az irdny pedig merdleges az x o-tengelyre (de az affinités irdnya

az affinitds tengelyére nem feltétleniil merdleges).

2.2. Helyzetgeometriai alapfeladatok

Tekintsiik at réviden, hogy milyen képi feltételei vannak két térelem illeszkedésének,
parhuzamossaganak vagy metszésének.

1. Két pont pontosan akkor azonos, ha megfelelo képeik egybeesnek: P = () <=
P = Q/ és P = Q”-

2. Egy P pont akkor és csakis akkor illeszkedik egy e egyenesre, ha a megfelel6 képek
illeszkednek egymésra: P € e <= P ee és P’ ee.

3. Egy P pont pontosan akkor illeszkedik egy « sikra, ha illeszkedik a egy e egyene-
sére: Pea <+ PeeéseCa.
Alapfeladat: Legyen adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziik meg egy tetszéleges
sikbeli P pont képét!
Megoldas: Evidens, hogy a keresett P pont elsé vagy méasodik képe tetszolegesen
felvehetd. Legyen ez a P’ elsé kép. Minden sikbeli ponton at hizhaté egy elsé és
egy masodik fovonal. Ha a sik egy févonaldra illesztjiik rda a P pontot, akkor a
P sikbeli lesz. (Ez a f6vonal jatssza majd a feltételben szereplé ,tetszéleges” egyenes
szerepét.) Vélasszuk ki a sik egy f; els6 févonalat tgy, hogy f| dthaladjon P’-n.
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Az f; févonal f] elsé képe parhuzamos ni-gyel (fi]ny miatt), az fY masodik kép
parhuzamos xy o-vel (f1]|K:1-b6l kévetkezéen).

Igy fi-nek nincs elsé nyompontja, de van masodik nyompontja, amely — az il-
leszkedéstartas miatt — illeszkedik a sik my mdasodik nyomvonaldra. Ahol az f]
metszi az x;o-tengelyt, ott taldlhaté a masodik(!) nyompontjanak els(!) képe
(fiNz12 = pN3). (Lésd a sik dbrdzoldsénal talalhat6 dbrdkat.) Ha pedig megtalaltuk
az p Ny els6 képét, akkor azzal egy rendezén talalhaté a méasodik képe is (tovabbé
illeszkedik no-re). Az f, NJ-bOl x4 o-vel parhuzamost hizva fi'-hoz jutunk.

Végil az illeszkedéstartas miatt P’ € f], és a P’-hoz tartozd rendezd(egyenes)
kimetszi f{-bol P"-t.

(Hasonléan szerkeszthetd egy fo masodik févonalra illeszkedé pont képe is.)
4. Két egyenes kolesonos helyzetét tekintve a képi feltételek egyértelmiiek:
Ik < UK és I"|K'
—
INk={M} <= I'nk={M} ésl"nk"={M"} és M'M" Lz,

Az dbrén e és f parhuzamos, f és g metszo, mig e és g kitérd helyzeti.
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5. Egy egyenes pontosan akkor illeszkedik egy sikra, ha a megfelel6 nyompontjai illesz-
kednek a megfelel6 nyomvonalakra. (Azaz az egyenes két pontja illeszkedik a sikra.)
A képi feltétel: e Ca <= Ny €,nq és Ny € N0
Egy egyenes akkor és csakis akkor parhuzamos egy sikkal, ha nincs azzal kozos
pontja. A gyakorlatban tgy szerkeszthetiink gyorsan egy sikkal parhuzamos egye-
nest, hogy vessziik a sik egy egyenesét, és azzal parhuzamost hiizunk. Arra azonban
vigyazni kell, hogy a kapott parhuzamos nyompontjai ne illeszkedjenek a sik nyom-
vonalaira (mert ekkor wjra sikbeli egyenest kapnank).
Az abran e benne van az n; és ny nyomvonalakkal adott sikban (e C [n1,ns]), mig
f parhuzamos a sikkal (f|| [n1,n2]).

(Egy egyenes és egy sik metszéspontjanak megszerkesztését lasd késébb.)

6. Két sik pontosan akkor parhuzamos, ha két-két egyenesiik parhuzamos. Ezt a fel-
tételt a szerkesztésekben a nyomvonalak parhuzamossagaval érjiik el.
Képl feltétel: 21“22 < 21n1|| M1 és 217L2|| ¥, 102
Az abran [ és v sikok parhuzamosak.

X;2




26

2. FEJEZET. MONGE-PROJEKCIO

Alapfeladat: Adottak a és 8 sikok nyomvonalaikkal. Szerkesztendd az m metszés-
vonal!

Megoldas: Az el6zé abra mutatja a szerkesztést. Ahhoz, hogy a metszésvonalat
megszerkessziik, elég, ha két pontot ismeriink a metszésvonalbdl. (Emlékeztet6iil:
Két sik metszésvonala a két sik Osszes kozos pontjanak halmaza.)

A két sik 4,ny és gny nyomvonalai egy pontban metszik egymast, ezért ez a (kozos)
pont eleme lesz a keresett metszésvonalnak is. Ez a pont nem mas, mint az m
els6 nyompontja: ,, V1. (Egy sikbeli egyenes els6/masodik nyompontja eleme a sik el-
s6/mésodik nyomvonaldnak.) Hasonl6é gondolatmenettel adédik, hogy a két masodik
nyomvonal metszéspontja a metszésvonal masodik nyompontja: ,,, No.

E két pont els6 és masodik képének ismeretében a metszésvonal elsé és masodik

képe is megrajzolhato: ,, N| ,,No = m' és , N{ ., Nj = m".

Gyakorlé feladatok

1.

Adott egy sik nyomvonalaival és egy P pont P” masodik képe. Hatarozzuk meg a
P’ els6 képet gy, hogy P sikbeli legyen!

. Adott egy sik nyomvonalaival és egy e egyenes €' elsé képe. Hatdrozzuk meg e”-t

ugy, hogy e a sikkal parhuzamos legyen!
Szerkessziink ABC'D sikbeli(!) négyszoget!
Alapfeladat: Szerkessziikk meg egy ABC' /A haromszog sikjanak nyomvonalait!

Alapfeladat: Legyen adott P pont és e egyenes képeikkel. Hatarozzuk meg a kozos
sikjuk nyomvonalait!

Legyen adva e és f metsz6 egyenespar. Szerkessziik meg a sikjukban 1évo tetszdleges
pont képeit nyomvonalak (vagy févonalak) hasznédlata nélkul!

. Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziik meg azokat a pontjait, amelyek a K,

képsikt6l 3 cm-re vannak! (f6vonal szerkesztése)

Hatarozzuk meg egy altalanos helyzetii egyenes metszéspontjat a koincidenciasikkal
és a szimmetriasikkal!

. Hatarozzuk meg egy altaldnos helyzetii sik metszésvonalat a koincidenciasikkal és

a szimmetriasikkal!

2.3. Sik és egyenes metszéspontja

A kovetkezd két feladat kulcsfontossagu alapszerkesztések a Monge-projekciéban.

Alapfeladat: Adott egy sik nyomvonalaival és egy e egyenes két képével. Szerkesztend6
a sik és az egyenes metszéspontjal

Megoldas: Fedbegyenesparok modszere.
A feladatot visszavezetjik két egyenes metszéspontjanak meghatarozasara, ugyanis
metsz6 egyenesek kozos pontja azonnal kijelolheto.
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Olyan sikbeli(!) egyenest kerestink, amelyet az e egyenes biztosan metsz, azaz a sikbeli
egyenesnek és e-nek legyen kozos sikja.

Tekintsiik az e egyenes €’ elsé képét. Biztosan 1étezik olyan sikbeli egyenes, amelynek
ugyanaz az elsd képe, mint az €. Legyen ez egy f-fel jelolt un. feddegyenes, igy e és f
ko6z0s els6 vetitésikban nyugszik (e/ = f7).

Szerkessziik meg az f sikbeli(!) egyenes mésodik képét. Ahol az f" metszi az n; elsd
nyomvonalat, ott van az f egyenes els6 nyompontja (f' Nny = Ny = fNj). Az ;1 N,
masodik képe az 1 o-n van (hiszen az elsé nyompont K;-beli pont).

Az N els6 képe az f' és xq 5 koz0s pontja: fNj = f'Nxyo. Ezzel egy rendezén és az ny
nyomvonalon taldlhat6 az Ny mésodik képe (; N3 = Ns).
A két nyompont masodik képe pedig megadja az f’-t: ;N{' Ny = f".

A masodik képeket nézve mar lathatd, hogy e és f metsz6. (A metszést az garantdlja,

hogy e és f egyeneseknek van kozos vetitdsikja.) A masodik képen a keresett M metszéspont

masodik képe kijelolhet: €’ N f” = {M"}. Rendezével ¢’ = f'-re vetitve adédik M’ is.

Fontos megjegyzés: A modszer akkor is miikodik, ha az els6 1épésben e”-hoz valasztunk
fedd helyzetli f” sikbeli egyenest. Ekkor a szerkesztés végén az elsé képeken mutatkozik
meg a metszéspont M’ els6 képe. (Ez a szerkesztés az Olvasé feladata.)
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Alapfeladat: Adott egy ABC A haromszog és egy e egyenes képeikkel. Szerkesztendo6 a
haromszog és az egyenes kozos pontjal

Megoldas: A feladatot ismét a fed6egyenesparok maddszerével oldjuk meg, igy
minden geometriai meggondolast atiltethetiink erre az esetre. A kiilonbség annyi, hogy
most nem a nyomvonalakat és nyompontokat hasznéljuk fel, hanem a haromszog oldalait
és két ,tetszoleges” pontot a fed6egyenesrol.

Tekintsiik az e egyenes €' els6 képét. Biztosan létezik olyan egyenes az ABC/A sik-
jaban, amelynek ugyancsak e’ az els6 képe. Ekkor ez a fedéegyenes metszi az ABC/A

oldalait egy X és egy Y pontban, amelynek elsd képei kijelolhetéek: ¢ N A'B' = X' és
¢ NB'C'=Y' (A fedGegyenes tehat az XY egyenes.)

Az X' els6 képbdl indul6 rendezé az A”B” oldalbél kimetszi X”-t, az Y’'-bol htizott
rendez8 a B"C”-b6l Y-t metszi ki. Igy megkaptuk az XY szakasz masodik képét: XY

Az el6z6 feladathoz hasonléan e’ N X"Y"” = {M"}. Az M" méasodik képbél pedig ren-
dezével kapjuk a metszéspont M’ els6é képét.

4 B’

Megjegyzés 1.: Haromszog (vagy valamely sikidom) és egyenes metszése esetén el6fordul,
hogy a kapott M metszéspont a haromszog kiils6 pontja. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az
egyenes a haromszoget nem, de a haromszog sikjat mar metszi.

Megjeqyzés 2.: Ebben az esetben is miikodik a fedéegyenesparok mddszere a masodik
képeket hasznélva.

2.4. Lathatésag

Az abrazol6 geometria egyik célja, hogy szemléletes abrakat nyerjiink a szerkesztés
soran. Ezért természetes gondolatként vetédik fel, hogy a térbeli objektumok elol- és
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feliilnézetében (mésodik, illetve elsé képén) melyik térelem latszik és melyik van taka-
rasban. Lathatosdg kérdése esetén csak az I. térnegyedbeli pontok lehetnek lathatéak, a
tobbit a képsikok ,eltakarjak”.

Lathatésag vizsgalatakor fedépontokat vesziink az abrazolt objektumokrél. A
feddpontok olyan pontparok (ponthdrmasok stb.), amelyeknek vagy az els6 vagy a
masodik képe egybeesik (azaz egy vetitéegyenesen helyezkednek el).

Els6 fedépontok esetén két (vagy tobb) pontbdl kivilaszthat6 az az egy, amelyik az elsé
képeket tekintve a ,legmagasabban” van, igy az a pont latszik, a tobbire pedig ratakar.
A . magassagot” a pontok masodik(!) képei és az xqo kozotti tavolsaguk hatérozzak
meg.

Masodik fedSpontok esetén két (vagy tobb) pontbdl lehet azt az egyet kivalasztani,
amelyik a masodik kép esetén ,legkozelebb van hozzank”, és a tobbi pontra ratakar. A
wkozelséget” a pontok els6(!) képei és az 1 o kozotti tavolsdguk adjak.

A lathatosagot legkdnnyebben konkrét példan keresztiil lehet szemléltetni. — Térjink
vissza az el6zé fejezet utolsd feladatahoz, ahol az ABC/A haromszoget metszette az e
egyenes az M pontban.

Mi latszik az elsé képen és mi van takardsban (,feliilnézet”)? Az M metszéspont
biztosan latszik, hiszen mindkét dbrazolt objektumnak (hiromszog és egyenes) eleme.
Az egyenes és a haromszog minden olyan pontja latszik, amelyeknek nincs kozos

fedépontjuk. Csupan az X'Y’ szakaszhoz tartozo térbeli pontokrdl kell megallapitani,
hogy hol latszanak az egyenes pontjai és hol a haromszog(lemez) pontjai.

Vegyiik észre, hogy elegend6 az X'-t és Y’-t mint fedépontokat megnézni. Ugyanis
ha egy szakasznak két végpontja latszik (és nincs egyéb ratakaré objektum), akkor
minden pontja latszik. — Az X’-hoz két fedépont tartozik: az egyenesen 1év6 1 pont és a
haromszog 2 = X pontja (1'=2").

Két eset lehetséges: Az elsé esetben az 1-es pont magasabban van, mint a 2-es, igy a
kérdéses pontban az egyenes latszik. Ha latszik az egyenes 1-es pontja és M pontja,
akkor a teljes M1 félegyenes latszik. A masodik esetben a 2-es pont van magasabban,
ekkor a hdromszog(lemez) 2-es és M pontjai is lathatéak, azaz a hdromszog ratakar az

egyenes 1M szakaszdra. — Az l-es és 2-es pontok méasodik képét tekintve lathato, hogy
az 1-es pont tavolabb helyezkedik el a K; képsiktél, igy az elfedi a 2-es pontot. Tehat
az elso eset valosult meg.
Ugyanezt a modszert kovetjitk az Y’ esetén is, ott a haromszog takar rd az egyenesre.
Mi latszik a mésodik képen és mi van takarasban (,elélnézet”)? Az M metszéspont
ismét biztosan latszik, és analég meggondolasokat hasznalunk a masodik kép esetében
is, mint az elsé képeknél.
Legyen a 3-as pont az egyenesen, a 4-es pont a haromszogon igy, hogy 3” = 4” (méasodik
fed6pontok). Rendezével a megfelel§ térelemre vetitve, a 3’ és a 4’ elsé képeket kell
megnézni. Ezek koziil a 4’ van tavolabb az x; o-t6l, ezért elolnézetben a 4-es pont latszik,
a 3-as nem. Ezekben a fed6pontokban tehat a haromszoget latjuk, az egyenest nem.
Ugyanigy kell eljarni a masodik kép masik metszéspontjanal is, igy kapjuk meg a
keresett ,képies képet” mindkét nézetben.

Amennyiben a feladat sikidomok, feliiletek vagy testek kozos pontjainak meghataro-
zasa, a lathatosag vizsgdlata — a szemléletesség miatt — elengedhetetlen.

Alapfeladat: Adottak ABCA és DEF /A haromszogek kiilonb6z6 sikokban. Szerkessziik
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meg a két haromszog metszésvonalat!

Megoldas: A feladatot egyenes és haromszog metszéspontjanak megszerkesztésére
vezetjuk vissza.

Vélasszuk ki az egyik haromszog oldalait és keressilk meg a mésik haromszoggel
alkotott metszéspontjait (ha ezek léteznek). Ha igy 0 vagy 1 metszéspontot kaptunk,
akkor cseréljiik fel a két haromszog szerepét (és az egyik haromszoget rogzitve a mésik
oldalaival valé metszéspontjait szerkesztjiikk meg).

Ha a két haromszog metszo, akkor 6sszesen 2 kiillonb6z6 metszéspontot kell kapni.

Az ABCA legyen rogzitett, és meghatérozzuk a metszéspontjait a DE, EF és
DF oldalakkal. — Fed8egyenespirok moédszerével a DEF és az ABC/A hiromszog
metszéspontja M;. A DE a hdromszoget az M, pontban metszi. (A fed6egyeneseket
mindkét esetben szaggatott vonallal jeleztiik.)

Az EF biztosan nem metszi a haromszoget, ez a masodik képbdl leolvashato.

A DEFA rogzitése és metszése az AB, BC és AC oldalakkal sziikségtelen, mert mar
megkaptuk a keresett két metszéspontot.

Az M, és M, pontok meghatarozzak a két haromszog metszésvonalat: M, Ms.
Végiil — a fedépontokat felhasznalva — lathatésdg szerint hizzuk ki az dbrat.

A fenti szerkesztésben a DEF A oldalai az ABC A haromszoggel 2 db metszéspontot
adtak. Igy a DEFA-et atdoftik” az ABCA-n. Ezt teljes dthatdsnak nevezziik.

Ha a DEFA oldalainak az ABC/A haromszoggel csupan 1 db kozos pontja lett vol-
na, akkor — a fentiek szerint — az ABC/A oldalainak és a DEF /A-nek a metszéspontjait
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is meg kellett volna szerkeszteni. Ilyen médon egy 1jabb metszéspontot kaptunk volna.
Ekkor az egyik haromszog ,,belemar” a masikba. Ez a bemetszés esete.

A kovetkezo rajzon — a szerkesztés részleteinek mell6zésével — egy ilyen bemetszést ab-
razoltunk.

2.5. Sik és egyenes merolegessége

Tétel: (egyenes és stk merdlegességének képi feltétele) Monge-projekcidban egy m
eqyenes pontosan akkor merdleges eqy « sikra, ha az egyenes m' elséd képe merdleges a
stk any elsd nyomwvonaldra és az m” elsé kép merdleges az ,no mdsodik nyomuvonalra.
Roviden:

mla <<= m'L.,n; é m'L noy

m'
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Bizonyitas: Legyen adva az « sik ,ny és ,no nyomvonalaival, legyen m adott két
képével tgy, hogy az m egyenes metszi az « sikot egy P pontban. A P ponthoz tartozo
els6 vetitoegyenest vi-gyel, a masodik vetitéegyenesét vo-vel jeloljiik. Legyen az m elso
vetitésikja V) = [m,v1] (m' C V), a masodik vetitdsikja Vo = [m,va] (m” C Va).

Tegyiik fel, hogy m_La. Ekkor egyrészt m_L ,ny, mert ,ny C a. Masrészt, v; LK,
(és on1 C Kj) miatt v; L 4ng. Igy oni merSleges az m és vy sikjdra: oni LV, amibél
m’ L 4ny kovetkezik (m’ C Vy).

Hasonlé gondolatmenettel igazolhatd, hogy m” L ,ns.

Megforditva, tegyiik fel, hogy m'L ,ni és m” L ,no képi feltételek teljesiilnek. Mivel
v LKy, ezért vy L onq. Ez az m’ L ynq feltétellel egytuitt azt jelenti, hogy az ,n; nyomvonal
merbleges m’ és vy sikjara: 4n; LV;. Ebb6l (m C Vi miatt) kovetkezik, hogy m_L ,n;.
Ugyanigy lathat6 be (m” és vy felhasznalasaval), hogy m_L ,nas.

Az m1 ,n, és mL ,ny miatt m_La kovetkezik. O

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a fenti bizonyitas tobb ponton megegyezik a kdtds
projekcidbeli sik és egyenes merolegessége képi feltételének bizonyitasaval.

Gyakorld feladat: Legyen adott egy sik nyomvonalaival és egy kiils6 pont. Szer-
kessziink az adott pontbdl merdlegest a sikra, majd hatarozzuk meg a metszéspontot
is!

2.6. Egyenes és sik képsikba forgatasa

Egyenes és stk képsikba forgatasa soran ugyanazokat a térbeli meggondolasokat al-
kalmazzuk, mint kotas projekcié esetén.
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Egyenes leforgatasa

Egy egyenes leforgatasanak célja, hogy az egyenesen két pont tavolsagat meghata-
rozzuk, vagy felmérjink adott hosszusagot.

Tekintsiink egy e egyenest, amely két képével adott a Monge-projekciéban. Forgassuk
most az e-t a K; képsikba. Ez a térben egy +£90°-o0s €’ tengelyl forgatdst jelent. Az
e egyenes .N; nyompontja a forgatds soran fixpont. Egy tetszéleges P pontjanak
leforgatottja P°, amelyet tgy kapunk, hogy P’-bél merdlegest allitunk e’-re, majd
erre a mer6legesre P’-b6l felmérjitk P-nek a K;-t6l vald tavolsdgat (p). (Roviden: Az e
egyeneshez tartozé elsé vetitdsikot forgattuk le a K7 képsikba.)

Ekkor az (N7 P° = e° leforgatott egyenesen mar tetszoleges tavolsagokat felmérhetiink.

Megjegyzés 1.: Az egyenest analég mddon leforgathatjuk a Ks-be is. Abban az
esetben az e egyenes masodik vetitosikjat forgatjuk be a Ky képsikba. Tetszdleges P
pont leforgatasahoz pedig a pont K»-t6l valo tavolsagat hasznaljuk fel, amely megegyezik
a d(P’,zy2) tavolsaggal.

(Erre példat lasd a kés6bbiekben targyalasra keriil6 Kocka dbrazolasanal.)

Megjegyzés 2.: Elofordulhat az is, hogy képsikkal parhuzamos sikba kell forgatni
az egyenest. Ez természetesen megteheto, de abban az esetben a pont képsiktol vald
tavolsaga helyett a pont adott parhuzamos siktél vett tavolsagaval kell dolgozni.

Alapfeladat: Legyen adott egy e egyenes két képével, azon egy A pont, és egy a szakasz-
hosszlisdg. Szerkessziink olyan, az e egyenesen fekvé B pontot, amely a tavolsdgra van
az A ponttol!

Megoldas: A B pont meghatarozasahoz forgassuk le az egyenest, mivel e®-on valédi
nagysagokat mérhetiink fel. A feladatnak két megoldasa van.
Forgassuk e-t az els6 képsikba. Az e egyenes leforgatottjat az Ny = N = N} nyompont-
javal (mint fixponttal) és az A° képével meghatarozhatjuk (lasd eléz6 szerkesztés).
Mérjiik fel e°-on az A°-bdl az adott a hosszt, igy kapjuk a B° pontot. Ez a keresett pont
leforgatott képe. Allitsunk B°-boél merblegest az ¢/-re. Ahol ez a merSleges elmetszi €/-t,
ott van a B pont B’ els6 képe. Rendezével a B” meghatarozhato.
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Sik leforgatasa

Egy tetszoleges sik leforgatasaval lehetové valik, hogy azon a sikon minden térelemet
valodi nagysagban lassunk.

Egy sik képsikba forgatasa egy térbeli tengely koriili forgatas, ahol a tengely a
(képsikhoz tartozd) nyomvonal, a forgatds szoge a sik képsikkal bezart szoge (vagy
annak kiegészit6 szoge). (v.0.: Kétas projekeio, Sik leforgatasa)

Legyen adott egy sik nyomvonalaival. Vegytink fel rajta egy tetszéleges P pontot a

mar kordbban megismert médon (egy f; elsé f6vonalra illesztjiikk a P-t).
Az abra jeloléseit haszndlva, a térben a P pont egy olyan koérén mozog, amelynek
kozéppontja N, sugara d(P, N) = z, sikja pedig meréleges ni-re. E mer6legesség miatt
a keresett P° pont illeszkedik egy P’-bél induld, az ni-re meréleges egyenesre.

Sziikség van még az xr szakaszhosszra.
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Tekintstiik az N P’ PA haromszoget, amelyet leforgatdsi haromszdgnek neveziink. Ennek
a haromszognek az atfogdja a keresett x. Az egyik befogdja az N P’ szakasz, amelyet az

elsé képen valédi nagysagban latunk. A mésik befogbja a PP’ szakasz, aminek a hosszat
a mésodik képen olvashatjuk le: d(P, P") = d(P",x12) = p. Mérjiik fel ezt a tavolsdgot
a P-hez tartoz6 févonal els6 képére: P'P. Az NP’ P/\ egybevag) az eredeti leforgatési
héromszoggel, ezért d(N, P) = x. — Ezt a szakaszt kell a&tmérni N végpontbdl a P'-bél
indulé merolegesre, igy kapjuk meg a P° forgatott képet.

Megjegyzés: Analdég médon forgathatunk a Ky képsikba, a megfelel6 képek szerepei-
nek felcserélésével. Sziikség esetén valamely képsikkal parhuzamos sikba is forgathatunk,
akkor a leforgatasi haromszog oldalhosszisagai megvaltoznak.

A Kétas projekeio fejezetben elmondottak — a vetitési rendszer hasonld volta miatt
— itt is érvényesek maradnak: A sik pontjainak elsd/mdsodik képei és a Ki-be/Ks-be
forgatott képei kozott merdleges tengelyes affinitas van, ahol az affinitds tengelye az
ni/ny nyomuvonal.

Alapfeladat: Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziink a sikban tetszoleges oldal-
hosszusagu szabalyos haromszoget!

Megoldas: (A feladat megolddsa analég a Kétas projekciéban leirtakkal.)
Szerkessziink egy tetszéleges A pontot a sikra (egy els6 f6vonal segitségével), majd for-
gassuk le a leforgatasi haromszoge segitségével.
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Az ny(= nj) nyomvonal és az A° forgatott kép megadja az [ny, nsy| sik leforgatottjat.
Szerkessziink itt egy szabdlyos haromszoget:: A°B°C°A.

Mivel a vetitett és forgatott képek kézott merdleges tengelyes affinitds van (tengely:
ny1, megfelel pontpér: (A’, A°)), ezért a B’ és C” els6 képeket ennek segitségével hataroz-
zuk meg. Az Aoﬂd)metszi az ni-et M "= X° fixpontban. Az illeszkedéstartds miatt
B’ rajta van az A’X’ egyenesen. Az A’X’-b6l a B°-bdl hiizott (merdleges) irdny metszi
ki a B’-t. Hasonléan jarunk el a C” esetében is, ott a % egyenes kiillonb6z6 képeit és az
Y’ = Y° fixpontot hasznéljuk fel. — Ezzel megkaptuk az A'B'C'/A\ els6 képet.

A B és C pontok masodik képeit els6 févonalak segitségével hatarozhatjuk meg.

Gyakorlé feladatok

1. Adott egy e egyenes két képével és azon egy A pont. Hatdrozzunk meg — az e
Ks-be(!) forgatdsaval — olyan e-beli pontot, amely 4 cm-re van az A ponttol!

2. Legyen adva egy egyenes és egy ra nem illeszked6 pont képeikkel. Hatarozzuk meg
az egyenes és a pont tavolsagat!
Segitség: Hatarozzuk meg az egyenes és a pont kozos sikjat, majd forgassuk le az
igy kapott sikot.

3. Adott egy sik és egy ra nem illeszkedé pont. Hatarozzuk meg a pont és a sik
tavolsagat!
Segitség: Allitsunk merolegest a pontbdl a sikra, majd szerkessziik meg a meroleges
és a sik metszéspontjat. A keresett tdvolsag a pont és a metszéspont tavolsaga.

4. Adott egy sik nyomvonalaival. Szerkessziink ra szabalyos haromszoget gy, hogy a
sikot a masodik képsikba forgatjuk!

5. Legyenek adottak e és f kitéré egyenesek. Hatdrozzuk meg a tavolsagukat! (Csak
a tavolsag kell, a normaltranszverzalis helye nem.)
Segitség: Toljuk el az e-t az f egy tetszoleges F' pontjaba: e. A keresett tavolsag
az e és az [f, e] sik tévolsaga. (Sik és egy azzal parhuzamos egyenes tavolsdga: az
egyenes egy pontjanak és a siknak a tavolsiga.)

2.7. Mértani testek abrazolasa

Egy abrazolasi rendszerben barmit meg tudunk szerkeszteni, ha ismerjiik a kovetkezo
helyzetgeometriai és metrikus alapszerkesztéseket:

— két sik metszésvonala,

— sik és egyenes metszéspontja,

— sik és egyenes merdlegességének képi feltétele,

— stk (és igy specidlisan egyenes) képsikba forgatésa.
(A parhuzamossigi és illeszkedési feltételeket az dbrazoldsi rendszer részének tekintjik.)
Mivel ezek az eszkozok mar rendelkezésre allnak, igy minden térbeli objektum meg-
szerkeszthetd — csupan a sajat elemi sik- és térgeometriai, differencidlgeometriai és
projektiv geometriai tudasunk szabhat hatért. (A késébbiekben még megismerkediink egy
szerkesztéseket megkonnyité mddszerrel, az tn. képsiktranszforméacioval is.)
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Alapfeladat: Szerkessziink tetszéleges sikon allo, a élhosszisagu kockat!
Megoldas: Tekintsiik at, hogyan ,épithetjiik fel” a kockat:
1. Megszerkesztjitk az ABC' D négyzet alapot a sikra (— sik leforgatésa).
2. Az A, B, C, D csucsokbdl merdlegeseket allitunk a sikra (— 1étezik képi feltétel).
3. Egyik merdlegesre a csiicsabdl felmérjik az a hosszt (— egyenes leforgatésa).
4. Az igy kapott 1j kockacsticsot eltoljuk a masik harom merdlegesre
(— osztéviszony-, parhuzamossig- és illeszkedéstartas).
5. Lathatésag szerint kihtzzuk az abrat (— fedépontokkal).
Mivel minden 1épésnél mar ismert modszert hasznalunk, ezért a szerkesztést csupan
roviden irjuk le.

Tekintsiik az adott [n1, ns| sikot. Vegytink fel rd egy tetszéleges A pontot az A els6 ké-
pével, majd els6 févonal segitségével hatdrozzuk meg az A” masodik képet is. Forgassuk
le A-val a sikot nq korill a Ki-be, és szerkessziink a leforgatotton egy a oldalhosszu-
sagu A°B°C°D° négyzetet. Tengelyes affinitas segitségével hatarozzuk meg a hidnyzo
B',C’", D’ képeket, ezutan (elsé) févonalakkal szerkessziik meg a B”, C”, D” méasodik ké-
peket is. (Ha a szerkesztés pontos, akkor a parhuzamossig- és osztdviszonytartds miatt
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ABCD négyzet els6 és masodik képe paralelogramma.)

Allitsunk merélegest A, B, C, D csticsokbdl a sikra. Az elsé képen a merSlegesek elsd
képei egybeesnek a leforgatdshoz hasznalt merdlegesekkel. (Csak a képek esnek egybe, hi-
szen a leforgatds merélegesei Ki-beliek, mig a merdleges egyenesek a ,térben” vannak.)

Fel kell mérni valamely cstcsbol kiindulva a kocka élhosszat az egyik merolegesre. Ha
nem akarunk zsufolt abrat, akkor a négy rendelkezésre all6 merdlegesbol azt valasszuk ki,
amelyik képének kornyezetében kevés pont/vonal taldlhaté — esetiinkben legyen ez a C-
bél indulé merdleges (m). Forgassuk le m-et a méasodik(!) képsikba. Ekkor az ,, N fixen
marado pont, és a C”-bél merdlegest allitva m”-re, felmérjik arra a d(C, Ky) = d(C', x1 2)
tavolsdgot: (C) és , No(C) = (m). (Megjegyzés: Tobb leforgatds esetén Monge-projekciéban
a leforgatott képeket zarojelben is feltiintethetjiik.) A (C')-bdl a nyomponttoél tavolabb mér-
juk fel az a élhosszusdgot: (G). (Ezzel érjiik el azt, hogy a kocka a sikon a képsikoktdl
téavolabb, a ,szemlél6hoz kozelebb” alljon.) A (G) visszaforgatasaval kapjuk a G” masodik
képet. Ez a G kockdnak egy tjabb pontja. Rendezével kapjuk a G’ elsé képet.

Az elébb megkapott CG szakaszt dtméasolhatjuk az A, B és D cstcsokba egyszerii
parhuzamos eltoldssal. (Ezt azért tehetjiik meg, mert a Monge-projekcié osztdviszony-
és parhuzamossagtarto.) Igy kapjuk az E, F és H pontok els6 és masodik képeit.

A szerkesztés végén a lathatosag szerinti abrazolds maradt hatra. A kocka konttrja
mindig latszik — ez az els6é képen az A'B'C'G'H'E’ hatszog. Felhasznalva a kocka geo-
metriai jellegét, fedépontok helyett most elég pusztdn két (nem fedd)pont lathatdsagi
helyzetérol donteni. Az els6 képen vagy az F' vagy a D pont van magasabban, a méasodik
képet vizsgalva nyilvanvaléan az F' pont latszik. A masodik kép esetében is hasonléan
jarunk el, ott a kontur az A"D"C"G"F"E", tovdabba a H és B pontok koziil a H pont
lathato.

Gyakorlé feladatok

1. Szerkesszilink tetszoleges sikon allo szabalyos hatszog alapi egyenes gulat, ahol a
hatszog oldalai 3 cm hosszisaguak, a gila magassaga 6 cm!

2. Szerkessziink tetszoleges sikon allé szabalyos haromszog alapt egyenes hasabot,
ahol a haromszog oldalai 4 cm hosszisaguak, a gila magassaga 7 cm!

3. Szerkessziink tetszoleges sikon allé szabalyos 6tszog alapu egyenes gulat, ahol az
Otszog oldalai 3 cm hosszusaguak, a gila magassaga 4 cm!

4. Szerkessziink tetszoleges sikon allo, 5 cm oldalhosszisagu szabalyos tetraédert!

2.8. Képsiktranszformacié

A képsiktranszformdcio célja, hogy 4j képsik(ok) bevezetésével egy altalanos helyzetii
objektumot specidlis helyzetbe hozzunk, vagy forditva.

Uj képsik bevezetése: Egy els6 vagy egy mésodik vetitésikot kineveziink j képsiknak,
majd erre a vetitosikra merolegesen vetitjiik az objektum pontjait. Ezutan elhagyjuk azt
a képsikot, amelyre vonatkozéan az 1j képsik nem vetitosik helyzetli. Egy tetszéleges P
pontnak ekkor egy harmadik képe keletkezik, amelyet P"”-vel jeloliink. Tovabbi képsikok
analég modon vezethetSk be, egy P pont negyedik, 6todik stb. képe a PV, PV, ... pont.
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Megjegyzés: A szakirodalom a harmadik képsik elnevezést fenntartja a profilsikok
elnevezésére, igy egy tetszoleges 1j képsik szamozasa altalaban 4-t6l indul.
(Jelen jegyzet nem koveti ezt a hagyomanyt.)

Pont transzformaciéja

Egy tetszbleges P pont esetén, ha azt példaul egy els§ vetitésikra (a leend6 K3
harmadik képsikra) vetitjik, egy P"-vel jelolt 01j képét kapjuk, ahol a P tavolsiga a
K képsiktél megegyezik a P K;-tél vald tavolsagaval (d(P”, K1) = d(P, K1) = |pa|).

A P"-t elmaradd képnek, pi-gyel jelolt szakaszt elmarado rendezének nevezziik.
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Alapfeladat: Legyen adott egy P pont két képével. Vezesstink be egy tetszoleges harma-
dik, majd egy negyedik képsikot, és hatarozzuk meg a P és P!V képeket!

Megoldds: Vegytnk fel egy tetszbleges 1 3 1j képsiktengelyt, ezzel mar megadtuk a
K3 1j képsik helyzetét (K3 egy elsé vetitosik, elsd nyomvonala éppen x; 3).
Allitsunk merélegest P'-bél x13-ra, ez az Uj rendezd. Az el6z6 bekezdésben mondottak
értelmében: d(P", K,) = d(P",K;) = d(P",Q) = d(P", R). E szakasz atmésolasaval a

rendez6bdl kimetszhetjitk a P j képet. (A P'Q) szakasz az elmaradé rendezd.)
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Hasonlban jarunk el egy negyedik kép esetében is. — TetszOleges 3 4 képsiktengelyt felvé-
ve adott az 1j, negyedik képsik. Most az els6 képeket hagyjuk el, igy az elmaradé rendezo

a P" R szakasz. Az dtméasoland6 rendezd pedig a P'R szakasz: d(P', R) = d (PIV7 S).

Egyenes transzformacidja

Egy egyenest két pontjaval transzformalhatjuk. Alkalmas 1j képsikok bevezetésével
- (els6 lépésben) egy egyenes képsikkal parhuzamos helyzetbe hozhatd,
- (mésodik 1épésben) egy egyenes képsikra meréleges (vetité) helyzetbe hozhato.
Ezekkel a lépésekkel elérheto, hogy példaul egy egyenest valodi nagysagban lassunk
(els6 1épés). A vetitGsugar helyzetli egyenesek esetében (mésodik 1épés) koénnyen
szerkeszthetéek példaul egy mértani testtel alkotott metszéspontjai.

Alapfeladat: Adott egy egyenes két képével. Alkalmas 1j képsikokat bevezetve, hozzuk
az egyenest vetitd helyzetbe!

Megoldas: Az egyenest két tetszbleges pontjaval transzformaljuk, legyenek ezek most
az E pont és az egyenes N elsé nyompontja. Mivel az el6z6 alfejezetben mar megismer-
helyzetii legyen a két 0j képsiktengely.

1. 1épés: Egy egyenes parhuzamos egy képsikkal, ha valamely képe parhuzamos a
képsiktengellyel. — Legyen ezért x;3 olyan, hogy €'||z13 teljesiiljon. (A kézottik 1évo
tavolsag nem lényeges.) Ekkor az e egyenes az 1j K3 képsikkal parhuzamos. Az ismert
szerkesztéssel kapjuk E” | N{” majd " képeket.

2. lépés: Egy egyenes vetitoegyenes, ha egyik képe meroleges a képsiktengelyre, masik
képe egy ponttd fajul. — Allitsunk merSlegest (tetszbleges pontbdl) az e egyenesre, ez
lesz az x34 1j képsiktengely (ezzel a K, adott és rd merdleges az e). Az dtmdsoland6 ren-

dezdk egyforma hosszisaguak és egyetlen (rendezd)egyenesen helyezkednek el, igy fajul
pontté az eV (= BV = N{V) kép.
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Sik transzformacidja

Egy sikot szintén pontjai segitségével transzformdalunk. Tetszéleges helyzet esetén 3
pontjaval kell meghatérozni az 4j képeket, ha azonban rendelkezésre éllnak a nyomvona-
lak (mint a sik egyenesei), gy kevesebb pont is elég. (Felhasznalva, hogy a nyomvonalak
a képsiktengelyen metszik egymaést.) Alkalmas 11j képsikok bevezetésével
- (els6 1épésben) egy sik képsikra merdleges (vetitd) helyzetbe hozhatd,

- (méasodik 1épésben) egy sik képsikkal parhuzamos helyzetbe hozhatd.

Ezekkel a lépésekkel elérhetd, hogy példaul egy sik és egy mértani test metszetét
egyszerlibben szerkeszthesstik (elsé 1épés). Egy képsikkal parhuzamos sik esetében pedig
a megfelel§ képen mindent val6di nagysdgban latunk (méasodik 1épés).

Alapfeladat: Adott egy sik nyomvonalaival. Alkalmas 1j képsikok bevezetésével hozzuk
a sikot képsikkal parhuzamos helyzetbe!

Megoldas: Vegyiik fel a sik egy tetszOleges P pontjat. A szerkesztésbél nyilvanvalo
lesz, hogy elég csupan ezt az egyetlen pontot transzformélni (a mar jél ismert mddon).

1. 1épés: Egy sik merdleges egy képsikra, ha valamely nyomvonala merdleges a
képsiktengelyre. — Tekintsiik az n; nyomvonalat és allitsunk ra tetszoleges pontbol
merdlegest. Igy kapjuk az r13 Uj képsiktengelyt (a térben ezzel megadtuk a Kj
képsikot, erre meréleges a nyomvonalakkal adott sik). A P pont harmadik képe P”.
A stk mer6leges a K3 harmadik képsikra, ezért egy (harmadik) vetitésikot kaptunk.
A vetitosikokat az jellemzi, hogy az egyik képen minden pontjuk és egyenesiik egy
egyenesben (a nyomvonalban) latszik. Adott a P” pont és az n; metszéspontja az
x13-mal, ezek adjék a keresett ns harmadik nyomvonalat.

2. 1épés: Ha egy sik képsikkal parhuzamos, akkor egyik nyomvonala parhuzamos a
képsiktengellyel, a méasik nyomvonala eltlinik. — Vegyiink fel egy tetszOleges, nz-mal
parhuzamos egyenest, igy kapjuk az x34 képsiktengelyt (és a K, 4j képsikot). Az ny
nyomvonal nem létezik, ezzel a sik parhuzamossa valt Ky-gyel. A P pontot a szokott
modon transzformaéljuk.
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Fontos megjegyzés: A pont, egyenes és sik transzformaciéja ugyanugy szerkesztheto
akkor is, ha a K képsikot hagyjuk el az elsé 1épésben.

Feladat: Adott egy K7 képsikon allé kocka, amelynek egyik oldala parhuzamos a

K, képsikkal. Szerkesztend6 a kocka egy harmadik, majd egy negyedik képe (lathatdésag
szerint)!

Sre=gr 6=7"

=g

=8’

—
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(oY

Gyakorlé feladatok

1. Szerkessziik meg egy tetszoleges pont harmadik és negyedik képét két uj képsik
bevezetésével gy, hogy els6 1épésben a K7 képsikot hagyjuk el!

2. Hozzunk egy altalanos helyzetli egyenest képsikra merdleges helyzetbe gy, hogy
elso lépésben a K képsikot hagyjuk el!

3. Hozzunk egy &altalanos helyzetl sikot képsikkal parhuzamos helyzetbe tgy, hogy
els6 1épésben a K képsikot hagyjuk el!

4. Szerkessziikk meg az 1. szamu feladatlapon talalhaté csonkolt kocka transzformalt
képét!



2.9. ARNYEKSZERKESZTES 43

2.9. Arnyékszerkesztés

Tegyiik fel, hogy adott egy fényforras, tovabba egy vagy tobb objektum a térben, és
meg szeretnénk hatarozni az objektumok 6sszes lehetséges arnyékat.

3 arnyékoltsagi fokozatot kiilonbozhetiink meg;:

(a) (a fény altal) bevilagitott részek,

(b) vetett arnyékban 16v6 részek (az egyik alakzat arnyéka ravetiil egy masikra),

(c) Onarnyékos részek (az objektum helyzetébdl adéddan sotétben marado részei).
Egy K; képsikon all6 kocka esetében példaul a fényforras a kocka néhany lapjat
bevildgitja (a), mas lapjait nem éri fény (c), mig a kocka arnyéka a képsikokra esik (b).

A fényforras lehet egy adott irannyal parhuzamos, vagy szarmazhat egy pontbodl
mint centrumbol. Az esetek tobbségében parhuzamos fényirannyal dolgozunk.

Arnyékszerkesztési feladatok esetében (a szemléletességet figyelembe véve) az I. térne-
gyedben lévé mértani alakzatoknak keressiik az dsszes drnyékdt. Emiatt az objektumok
K és Ky képsikok pozitiv félsikjaira vetett arnyékait biztosan meg kell szerkeszteni.

Pont arnyéka

Egy parhuzamos fényiranyt ugyantgy hatarozhatunk meg, mint egy egyenest, ezért
két képével egyértelmiien megadhato.

Egy pontnak — altalaban — két lehetséges arnyéka van: a K7, illetve a Ky képsikra
esO arnyék, amelyeket elsd és masodik drnyéknak neveziink.

A pont arnyékai a ponton dat, a fényirdinnyal hizott parhuzamos egyenes nyompontjai.

Alapfeladat: Legyen adva egy i fényirany és egy P pont képeikkel. Szerkesztend6 a pont
képsikokra vetett arnyéka!

Megoldds: Az el6z6 észrevételt figyelembe véve hiizzunk parhuzamost a P-n keresztiil
az 1 irannyal (mint egyenessel), igy kapjuk a p egyenest (p', p").
Hatarozzuk meg a p egyenes nyompontjait, amelyeket most Pj-gyel és P,-vel jeloliink. A
p egyenesnek a masodik nyompontja (P») az I. térnegyedbe esik, mig az elsé nyompontja
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a II. térnegyedbe. Ezért a P pont arnyéka a P, pont.

>—:U“‘ N

N v
\ ‘\\‘I\Drr

P

Egyenes arnyéka

Legyen adott ismét egy parhuzamos fényirany és egy egyenes. Az egyenes arnyékat
annak a siknak a nyomvonalai(nak adott szakaszai) adjdk, amely sik pdrhuzamos a
fényirannyal és tartalmazza az egyenest.

Egy egyenes arnyékat két pontjanak arnyékaival hatarozhatjuk meg. Ha rendelkezés-
re allnak az egyenes nyompontjai, akkor azoknak az drnyékai énmaguk, és igy elegendo
az egyenes egy tetszoleges pontjanak arnyékat megszerkeszteni.

Alapfeladat: Adott egy i fényirany és egy e egyenes. Szerkesztendd az e egyenes képsi-
kokra vetett arnyéka!
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Megoldas: Legyen E az egyenes egy tetszOleges pontja, és az elozéekben targyalt
modon hatarozzuk meg ezen pont drnyékat: Eo (az E; lehetséges arnyék nem az 1. tér-
negyedben van).

Az FE, az egyenes masodik arnyékanak eleme, tovabba az N, nyompont arnyéka 6n-
maga, igy az egyenes masodik arnyékabol két pontot ismeriink. Ezzel megkaptuk az ey
masodik arnyékot. Ebbdl az egyenesbol csak azt a szakaszt abrazoljuk, amely az egyenes
L. térnegyedbeli pontjainak arnyékait adja — ennek egyik végpontja az z; o-tengelyen van
(X), a masik végpont az .No nyompont.

Ugyanigy jarunk el az elsé arnyékok esetében is. Az .N; nyompont egybeesik a sajat
arnyékaval, ezt Osszekotve az E; elso arnyékkal adodik az eq elsé arnyék. Ennek az 1.
térnegyedre vonatkozé része az ./N; nyomponttél az X pontig tart.

Az egyenes arnyéka az .N1.X N, torottvonal.

A2

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a példaban tulajdonképpen a kovetkezo feladatot oldot-
tuk meg: Adott egy ¢ és egy e egyenes. Szerkessziik meg az e egyenest tartalmazo, i-vel
parhuzamos sik nyomvonalait!

Sik (sokszOg) arnyéka

Egy tetszoleges, nyomvonalaival adott sik arnyékat nyilvanvaléan nem tul latvanyos
megszerkeszteni. Egy sik arnyéka alatt itt egy sikbeli sokszog arnyékat értjilk. A sokszog
arnyékat a sokszog cstucspontjainak arnyékaival hatarozzuk meg.

Egy sikbeli sokszog két arnyéka kozott tengelyes affinitds van, ahol a tengely az 1 o
képsiktengely, az iranyt egy pont két arnyékat osszekoto egyenes adja.
Azonnal lathaté az is, hogy a sokszog elsé/masodik képei és elsé/masodik drnyékai kozott
is tengelyes affinitds van, ahol a tengely a sik els6/mdasodik nyomvonala, az irdny a
fényirany els6/masodik képe.
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Alapfeladat: Legyen adott egy ABC/A haromszog két képével, valamint egy ¢ fényirany!
Hatarozzuk meg a haromszog Osszes arnyékat!

Megoldds: Szerkessziik meg az A, B és C pontok elsé és masodik arnyékat, igy kapjuk
az A1 B1C1 A és Ay BoCy /A haromszogeket. Az egyenes arnyékanal elhangzottak alapjan

az AC és BC oldalak arnyéka most két toréttvonal.

Az ABCA haromszognek létezik egy, a fény altal megvilagitott oldala és egy
ondrnyékos oldala. Az onarnyékos oldal egyik képen sem latszik, mivel a haromszog
dolt(!) sikban van.
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Ebbdl mar az is kovetkezik, hogy feszitett sikbeli sokszdg drnyékdnak szerkesztése
sordan az eqyik képen az dndrnyékos oldal is latszik. Az éndrnyékot mutatod kép az, ame-
lyiknek a koriiljarasi iranya a hozza tartozé arnyékkal ellentétes.

A kovetkez6 abran egy feszitett sikbeli haromszog arnyékat mutatjuk be, ahol a masodik
képen az 6narnyékos rész is lathaté. (Az A”B"C"A és Ay BoCy/\ haromszogek koriilja-
rasi irdnya ellentétes.)

Gyakorlé feladatok

1. Adott egy feszitett sikbeli haromszog és egy fényirany. Szerkesztend6 a haromszog
Osszes arnyékal

2. Adott egy dolt sikbeli paralelogramma és egy fényirany. Szerkesztendd a paralelog-
ramma képsikokra vetett arnyéka!

3. Adott egy dolt sikbeli haromszog és egy azt metsz6 egyenes, valamint egy fény-
irdny. Szerkesztend6 az Gsszes arnyék!
Utmutaté: Els6ként szerkesszitk meg a hdromszog és az egyenes metszéspontjat,
azutan pedig az Osszes képsikra esé arnyékot.
A feladatnak a nehézsége az, hogy meg kell szerkeszteni az egyenes haromszog-
re esO arnyékat is. A keresett arnyék egy szakasz a haromszogon, amelynek egyik
végpontja a metszéspont. A masik végpontjat az arnyékok mutatjak meg. A ha-
romszog arnyékabodl egy ponton ,kilép” az egyenes arnyéka, ezt a pontot visszave-
titve a hdromszog megfelel6 oldaldra megkapjuk a keresett (drnyék)szakasz mésik
végpontjat. (Két ilyen lehetséges pont van, de a szerkesztésbol és a lathatdsagbol
evidens, hogy melyik a jé.)

4. Adott egy K képsikon all6 a oldalhosszisagu kocka és egy fényirany. Szerkesztendd
a kocka Osszes arnyékal!



48 2. FEJEZET. MONGE-PROJEKCIO

2.10. Siklapu testek metszése egyenessel

A kovetkezokben két tipikus siklapu test — a gula és a hasab — egyenessel val6 met-
szését szerkesztjiik meg.

Gula metszése egyenessel

Legyen adott egy ferde gila, amelynek alapja a K; képsikban fekszik, a csicsa egy
M pont, és egy altalanos helyzetii, a gula csicsat nem tartalmazoé e egyenes. Keressiik
a gula és az egyenes kozos pontjait (0, 1 vagy 2 metszéspont létezik).

Egyik megoldas az lehet, ha tekintjiik a gula 6sszes oldalat és mindegyiket elmetssziik
az egyenessel (lasd fed6egyenesparok modszere). Ez a gondolatmenet azonban példaul
egy 27 oldalu gula esetében nagy munkat r6 a megolddra. Ezért masképpen jarunk el.

Egy masik megoldés a kovetkezo: Tekintsiik azt a sikot, amely tartalmazza az e
egyenest és a gula M csicspontjat is. (Ilyen sik mindig létezik, ugyanis egy pontnak és egy
arra nem illeszkedé egyenesnek van kozos sikja.) Ennek a siknak a nyomvonala elmetszi a
gula alapjat 0, 1 vagy 2 pontban. (Az dbrén ezek az 1 és a 2 metszéspontok.) Ezeket
a metszéspontokat Osszekotve a gila csucsaval 0, 1 vagy 2 (gula)alkot6t kapunk. Ezen
az alkotok benne vannak az [e, M| sikban, ezért — ha létezik metszéspont, akkor — e-vel
metsz6 helyzetiiek. Az igy kapott metszéspontok rajta vannak az egyenesen is és a gulan
is, ezért ezek éppen a keresett kozos pontok. (Az dbréan az M; és M, pontok.)

Oldjuk meg a fenti feladatot Monge-projekciéban:

Alapfeladat: Adott egy 6tszog alapu ferde gila, amelynek alapja K;i-ben fekszik és egy

e egyenes. Szerkesztendd (lathatésaggal egyiitt) az egyenes gilaval val6 metszése!
Megoldas: A fent leirt térgeometriai Otlethez meg kell szerkeszteni a gula M

csucsanak és az e egyenesnek a kozos sikjat.

Tekintsiink egy tetszoleges S (segéd)pontot az e-n, majd hatdrozzuk meg az ]\% =35

(segéd)egyenest. Az s nyilvanvaléan benne van az [M,e] sikban, ezért az (Nj els



2.10. SIKLAPU TESTEK METSZESE EGYENESSEL 49

nyompontja eleme az [M, e] sik ny elsé nyomvonaldanak. Az is igaz még, hogy az ni-re
illeszkedik az .Nj is, igy a két els6 nyompontbdl kapjuk a keresett elsé nyomvonalat:
sN1 Ny = ny.

Az n; nyomvonal két pontban metszi a gila (K;-beli) alapjit: az I'-vel és 2'-vel
jelolt pontokban. Az ehhez tartozé alkoték elsé képei az M'1" és az M'2 szakaszok.
Az M1 és M2 mér az [M, e] sikban vannak, ezért metszéspontjuk az e-vel kijelolheto:
M'TNe ={M}é M2ne ={M}. Rendezdvel az ¢"-re vetitve adoédnak M/ és MY
pontok. Az M; és M, pontok a keresett metszéspontok.

(Végil lathatésag szerint kihtizzuk a rajzunkat. )

Megjegyzés: Az itt leirt mdédszer nem csupan guldkra, de (kor)kiupokra (mint gorbe-
lapt testekre) is igaz. Ott a kip csuicspontja és az egyenes kozos sikjat tekintjiik, ennek
a nyomvonala a kup alapkorét metszi, igy kapjuk a sikban fekvo kupalkotokat.

Erdekességként, a szerkesztés részletezése nélkiil az egyenes és a kip metszéspontja-
inak meghatarozasa a kévetkezo:



50 2. FEJEZET. MONGE-PROJEKCIO

Hasab metszése egyenessel

A gula esetében elmondottakat atvihetjiik a hasabok esetére is, amennyiben a
hasabot olyan specidlis guldnak tekintjiik, amelynek a cstcspontja egy végtelen tavoli
pont.

Legyen adott egy ferde hasab, amelynek alapja a K; képsikban fekszik és egy
tetszoleges e egyenes.

Tekintstik azt a sikot, amely parhuzamos a hasab alkotéival és illeszkedik az e-re (a).
Ennek a siknak az elsé nyomvonala (legfeljebb) két pontban metszi az alapsokszoget.
(Az abran ezek az 1 és 2 pontok.) Ezekbdl a metszéspontokbdl inditott hasédbalkotok
benne vannak az « sikban és metszik az e egyenest az M; és My pontokban. Ezek a
pontok a keresett metszéspontok.
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Alapfeladat: Adott egy Otszog alapi ferde hasab, amelynek alapja K;i-beli, valamint
egy e egyenes. Szerkesztendbek (lathatosdggal egytitt) a kozos pontok!

Megoldds: Legyen a hasab alapja az ABCDE 6tszog, a fed6lapja az ABC D E.

Elsoként itt is azt a sikot kell meghatarozni, amely parhuzamos a hasab alkotodival és
illeszkedik e-re.
Tekintsiik az e tetszéleges S (segéd)pontjat, és hizzunk parhuzamost S-en at a hasib
alkotdival: s (segéd)egyenes. Igy az s benne van az e-t tartalmazé, hasébalkotékkal
parhuzamos « sikban. Ennek az ,n; nyomvonala meghatarozhaté az e és az s elso
nyompontjaival: .N1 ;N1 = nq.

Az ,n, két pontban metszi az ABCDE alapot: 1 és 2. Ezekhez az alapbeli pon-
tokhoz tartozé hasabalkotok az o sikban vannak, emiatt e-vel metszé helyzetiiek. A
két alkotd és az e metszéspontjai az M; és M, pontok. E pontok elsé képeit azonnal
meghatarozhatjuk: M és M}. Innen rendezével kapjuk a méasodik képeket (M, és MJ)).
A gulanal elmondottak itt is érvényben maradnak, az M; és M, pontok rajta vannak a

hasab felszinén is és az egyenesen is, ezért ezek a keresett metszéspontok.

Ha a szerkesztéstiink pontos, akkor az 1-bél/2-bél indulé hasabalkoté mésodik képe,
az €’ és az M{-b6l/Mj-bél indulé rendezd egy pontban metszi egymést: az M, /My
pontban. (Nyilvanvald, hogy ugyanez igaz a gila esetére is.)
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Megjegyzés: Gula és hasab egyenessel torténo metszését hasonléan oldjuk meg akkor
is, ha az alapsokszog nem Ki-ben, hanem Ks-ben vagy tetszoleges sikban fekszik. Az
els6 nyomvonal szerepét ekkor a mésodik nyomvonal vagy az alap sikjanak és az [M, €]
siknak a metszésvonala veszi at.

Gyakorlé feladatok

1. Legyen adott egy K; képsikon all6 ferde gila és egy elsé vetitGegyenes. Szerkesz-
tenddek a metszéspontok!

2. Legyen adott egy K képsikon all6 ferde hasab és egy masodik vetitoegyenes. Szer-
kesztend6ek a metszéspontok!

3. Legyen adott egy K, képsikon &ll6 ferde gula és egy, a csticsara nem illeszkedd
egyenes. Szerkesztendéek a metszéspontok!

4. Legyen adott egy Ky képsikon allo ferde hasab és egy egyenes. Szerkesztendéek a
metszéspontok!

5. (nehezebb feladat) Adott egy tetszéleges képsikon all6 ferde gila és egy csticsan &t
nem meno egyenes. Szerkessziik meg a gila és az egyenes kozos pontjait!

2.11. Siklapu testek metszése sikkal

Gula metszése sikkal

Legyen adott egy ferde gila (amelynek alapja a K; képsikban van), egy azt metszé
sik és keressiik a sikmetszetet.

Elsoként az juthat esziinkbe, hogy a giila minden egyes alkotdjaval elmetssziik a
sikot, igy kaphatjuk meg a keresett metszetet. Azonban ez a megoldas nem optimalis.

Vegytik észre, hogy a gula alapja és a sikmetszet kiozott centrdlis kollinedcio van,
amelynek tengelye a nyomvonal (mint a sik és az alap sikjanak metszésvonala), a
centrum a gila csticspontja. Ezt a (sikok kozotti) centralis kollinedciot a Ki-re torténd
meroleges vetités egy masik centrélis kollineacidoba viszi 4t a Ki-ben — a tengely az n;
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nyomvonal, a centrum a guila csicspontjanak elsé képe (M'), megfelel pontparokat az
alap és a sikmetszet elso képei adnak.

Ezt felhasznalva a megoldas a kovetkezo: Valasszuk ki a gula egy tetszoleges alkoto-
jat, és keressiik meg a metszéspontjat a sikkal. Ezzel megadtuk a centralis kollineacio
egy megfeleld pontparjat, a tobbi metszéspontot a kollinedcidéval nyerjiik.

Alapfeladat: Legyen adott egy ferde gula, amelynek alapja a K; képsikban van, valamint
egy, a gulat metszé sik. Szerkessziik meg a sikmetszetet!

Megoldas: A fent emlitett geometriai otlet segitségével, valasszuk ki a gila egy tet-
sz6leges alkotéjat és metsszik el azzal a sfkot. Legyen ez az alkot6 az AM = a alkoté.
Fed6egyenesparok maédszerével a metszéspont az A pont.

A gila alapja és a sikmetszet elsé képe kozotti centrélis kollineaciot felhasznédlva
(tengely: ny, centrum M’ megfelels pontpar (A’; A')) megszerkesztjiik a sfkmetszet tob-
bi pontjanak elsé képét: B',C', D', E'. Az E' pontot példaul az N-nel jelolt fixpont
(nyompont) segitségével kaptuk.

A sikmetszet els6 képének ismeretében a masodik képek is azonnal adédnak — egy-
szeriien rendezokkel , felvetitjiik” a metszéspontokat a megfeleld alkotokra.

Végiil 1athatésag szerint kihizzuk az abrat. (Ilyenkor altaldban a gila sik altal | le-
vagott” részét nem abrazoljuk.)
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Hasab metszése sikkal

Egy tetszoleges, K-en 4all6 ferde hasab sikmetszetét a gilanal latottakhoz hasonldéan
szerkeszthetjik meg. A kilonbség az, hogy itt a hasdb alapja és a sikmetszet kozott (sikok
kozotti) tengelyes affinitds van — a tengely a sik nyomvonala, az irdny a hasabalkotdk
iranya. Ez a tengelyes affinitds az elsé képen egy masik tengelyes affinitassa fajul: a
tengely a sik elsé nyomvonala, az irany a hasabalkotok elsé képeinek irdanya, megfelelo
pontparokat az alap és a stkmetszet els6 képei adnak.

Alapfeladat: Legyen adott egy K; képsikon allo ferde hasdb és egy azt metszd sik.
Szerkesztendd a sikmetszet!




2.12. SIKLAPU TESTEK ATHATASA 55

Megoldas: Az eddigiek ismeretében a szerkesztés igen egyszerti. Valasszuk ki a hasab
egy alkotéjat (AM = a), és metsszik el a sikkal (ahol f egy mésodik fedéegyenes). Igy
kapjuk az A pont két képét.

A fennmarad6é metszéspontok elsé képeit az elébb emlitett tengelyes affinitassal
kapjuk, példaul az E’ pontot az (A’, A") pontpér és az N fixpont (nyompont) felhaszna-
lasaval hataroztuk meg.

A masodik képeket rendezdkkel, a megfelel6 alkotokra vetitve kapjuk. Végiil latha-
tosag szerint kihtizzuk a rajzot.

Megjegyzés: Konnyen lathatd, hogy az emlitett megoldasok akkor is alkalmazhatoak,
ha a gila/haséb alapja Ky-beli vagy tetszdleges sikbeli.

Gyakorlé feladatok

1. Legyen adott egy K; képsikon all6 ferde gila és egy masodik vetitdsik. Szerkesz-
tendo a stkmetszet!

2. Legyen adott egy K5 képsikon allo ferde hasdb és egy azt metszo sik. Szerkesztendd
a sikmetszet!

3. (nehezebb feladat) Adott egy tetszbleges képsikon allé ferde gila és egy maésik, a
gulat metsz6 sik. Szerkessziik meg a gula és a sik kozos pontjait!

2.12. Siklapu testek athatasa

Amennyiben két mértani test kézos pontjait szeretnénk meghatarozni, akkor azt
mondjuk, hogy a két test athatasi pontjait keresstik.
Alapfeladat: Legyen adott két gula, amelyek alapjai a K; képsikon vannak. Szerkesz-
tendo a két gula 6sszes kozos pontjanak halmazal
Természetes gondolatként meriil fel, hogy fixnek tekintve az egyik gulat, elmetssziik azt
a masik gula alkotéival és forditva — ez azonban idGigényes megoldas.

A feladatot az un. lengdsikok maodszerével oldhatjuk meg.
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Legyen a két gila csticspontja az X, illetve az Y pont, ezek kozos egyenese legyen a
t-vel jelolt (tart6)egyenes. Tekintsiink egy olyan sikot, amely tartalmazza a t egyenest és
az egyik gila alapjanak egy csicspontjat (az dbran az E pontot). Az ilyen tulajdonsagu
sikot lengdsiknak nevezziik.
Koénnyen lathato, hogy ez a sik mindkét gulabdl egyeneseket metsz ki: az X csticspontt
gilabél az XTy és X T, alkotokat, az Y csticsponti gilabol az YE alkotét. Mivel ez a
harom alkoto egy sikban van, ezért paronként vett metszéspontjaik kijelolhetoek: My és
Ms. Ez a két metszéspont mindkét gulan rajta van — igy talaltunk két dthatdsi pontot.

A szerkesztést megkonnyiti, hogy mindkét gila a Kj-en all, ezért a lengosikok elso
nyomvonalait egyszeriien meg tudjuk hatarozni: a tartéegyenes ;/V; elsé nyompontjat
osszekotve a gildk alapjainak csicspontjaival megkapjuk az dsszes (dthatds szempontja-
bél lényeges) lengdsik elsé nyomvonalat. (A részleteket lasd a kovetkezd két példédban.)
Amennyiben meghataroztuk az 6sszes fent emlitett metszéspontot, azokat 6sszekotve az
dthatdsi torottvonal(ak)hoz jutunk.

Két test athatasa kétféle lehet: teljes dthatds és bemetszés. Az elsO esetben az egyik
test ,atfurja” a masikat, mig a masodik esetben az egyik test ,belemar” a mésikba.

A jegyzetben bemutatjuk egy hasidb és egy gila, illetve két hasab &athatasat.
Javasoljuk, hogy a kovetkez6 két példa attanulmanyozasa utan az Olvasé 6nalldéan
szerkessze meg két gula athatésat.

Alapfeladat: Legyen adott egy Ki-en allo ferde gula és egy Ki-ben allé ferde hasab.
Szerkesztendd az athatasuk!

Megoldas: Emlékezziink arra, hogy a hasab olyan specialis gula, amelynek cstcs-
pontja a végtelen tdvolban van. Eppen ezért a bevezetSben elmondott lengésikos eljéras
alkalmazhat6 hasab esetére is.

Legyen adott az ABC'D alaplapt ferde hasab és az EFG alapu, H csucsu ferde gula.

Els6ként hatarozzuk meg a lengosikok tartoegyenesét, azaz a két gula csticspont-
jat Osszekotd egyenest. A gula csicspontja a H pont, ezt kell 6sszekotni a hasab
csucspontjaval. A hasab cstucspontja végtelen tavoli, igy annak ,helyzetét” a térben a
hasab alkotéi aruljak el: nagyon kénnyed szemléletes megfogalmazassal élve: ,,amerre a
hasabalkotok néznek, arra van a végtelen tavoli csucspont” Ezt a végtelen tavoli pontot
Ugy kothetjik ossze a H (véges helyzetii) ponttal, hogy H-bol parhuzamost hizunk a
hasab alkotoival, igy adodik a ¢ tartéegyenes.

Szerkessziik meg a t els6 nyompontjat (;N7). Kossiik 6ssze ezt a nyompontot a hasab,

illetve a gula alapjainak csticspontjaival. Vegytik észre, hogy a D és a B pontokkal
folosleges foglalkozni, ugyanis az azok segitségvel kaphatd lengdsikok nem adnak
athatasi pontokat. (Példaul a ;N1 D egyenes nem metszi az EF'G alaplapot, igy a D-bél
indulé alkoté nem metszi a masik gulat.)
Az igy kapott egyenesek a leng6sikok elsé nyomvonalai. (Az dbrdn hosszi szaggatott
vonallal jeloltik.) Az athatds szempontjabdl 4 db lényeges lengésikot (pontosabban
azok els6 nyomvonalait) szerkesztettiink meg: a G, az F, a C és az E csicspontokat
tartalmazé sikokat.

A kovetkezd 1épésben meghatarozzuk az athatasi torottvonal (vagy torottvonalak)
csucspontjait. A rajzon az F' ponthoz tartozo lengésikbeli athatasi pontok szerkesztését
részleﬁ)ztiik, a fennmarado 3 lengdsiknal ugyanigy kell eljarni.

A (N1 F = ny egyenes az F-hez tartozd lengosik els6 nyomvonala. Mivel ez a K;-ben
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nyugszik, ezért az ABC' D négyszoggel 0,1 vagy 2 db kdzos pontja van — jelen esetben a
Ty és T, pontok. Rajzoljuk meg a T és Ty pontokhoz tartozé alkotokat, azaz hitzzunk
parhuzamost ezekbl a pontokbél a haséb alkotéival. Ez a két alkoté és a gila FH
alkotdja kozos (lengd)sikban van, a metszéspontjaik a 3 és 4 pontok. (Ezzel megkaptunk
két csicspontot az athatési torottvonal(ak)bdl.)

A fentieket elvégezve a kimaradt lengdsikokon osszesen 8 db athatasi pontot kapunk,
amelyeket 1-t6l 8-ig szdmoztunk be.

Az athatasi pontok masodik képei egyszertien felvetithetoek a megfelel¢ alkotdkra.

A kovetkezo fontos kérdés az, hogy vajon teljes athatas vagy bemetszés az eredmény.
Vizsgaljuk meg a lengosikok ,kezdd” és ,zard” elemét, ezek a G és E pontokhoz
tartoznak. Mivel ez a két pont egy gulahoz tartozik, ezért a gula atfurédik a hasabon —
azaz teljes athatdst kapunk. Ez fontos informéacio, mivel ez egyuttal azt is jelenti, hogy
az dthatdsi torottvonal két (zéart) részbol Alll
A torottvonal(ak)at ugy kaphatjuk meg, hogy az egyik testen, egy adott irdnyban
elindulva keressiik az 6sszekotheté pontokat. Ekkor figyelembe kell venni, hogy két pont
csak akkor kothetd ossze, ha mindkét(!) test esetén egy lapon vannak.

Induljunk ki az 1-es pontbdl, amely a G-bél induld (gula)alkotén van. Haladjunk példaul
az I pont iranyaba. Az F-bdl induld alkoton két athatasi pont szerepel: a 3-as és 4-es
pontok. Az 1l-es a 4-essel nem kothetd Ossze, mert bar mindketté rajta van a gila
GFH oldalan, de(!) a hasdb esetén az l-es pont az AD-hez tartozé lapon, mig a 4-es

a C'D-hez tartozé lapon van. Hasonlé gondolatmenettel 14tszik, hogy az l-es a 3-assal
osszekothetd, mert a gilan és a hasidbon is egy lapon vannak (GFH lap és AD-hez
tartozo lap). — Folytatva ezt a mddszert, az 137 torottvonalat kapjuk. A maésik részt
példaul a 2-es pontbdl elindulva hatarozhatjuk meg, és 24685 torottvonalhoz jutunk.
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Végiil 1athatésag szerint kihtzzuk a rajzot. Athatdsok esetében tébbnyire az egyik
testet eltavolitva csak a masik (csonkolt) testet hangstlyozzuk. Az &dbran a két részre
csonkolt gulat abrazoltuk.

Alapfeladat: Legyen adott két Kj-en allo ferde hasab. Szerkesztendo6 az athatasuk!

Megoldas: Legyen a két hasab két alaplapja ABCD és EFG.

Ismét emlékeztetiink arra, hogy a hasab specidlis gulanak tekintheto, amely esetén a
csucspont végtelen tavoli. A két hasab két csticspontja végtelen tavoli, ezért a lengosikok
tartoegyenese is a végtelen tavolban van. Tovabba a véges helyzetrol tudjuk, hogy a
lengésiknak a hasib alkotéival parhuzamosnak kell lennie (lasd el6z6 feladat). Itt két
hasab van, igy mindkét hasabalkotéval parhuzamos sikokat keresiink! Ez azt is jelenti
szamunkra, hogy a lengdsikok elsé nyomvonalai egymassal parhuzamosak.

Elsé 1épésként szerkessziink meg egy lengdsikot (a tobbi lengdsik elsé nyomvonala
ennek az els6 nyomvonalaval parhuzamos). Tekintsiik az A pontot és az abbédl kiinduld
alkotét. Legyen az alkotd egy tetszoleges pontja az S segédpont. Hizzunk parhuzamost
S-bdl a masik hasab alkotoival, igy kapjuk az s segédegyenest. Hatarozzuk meg az
A-bdl induld alkot6 és az s sikjanak els6 nyomvonalat: n,. Ez a sik tartalmazza az A
pontot és mindkét hasabalkotoval parhuzamos — tehat egy lengdsikhoz jutottunk.

Az dbran az A-hoz tartozé lengdsik segitségével (az el6zé feladat technikéjat felhasznal-
va) a 7-es és 8-as pontokat kapjuk.
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A G és B pontokhoz nem kell lengbsikokat fektetni, mivel az igy kapott lengdsikok
elsé nyomvonalai nem metszik a mésik hasib alaplapjat. Osszesen 5 db leng8sik jatszik
fontos szerepet az athatasban, amelyek |, felilrol lefelé” haladva a D, C, F, A és E
pontokhoz tartoznak.

A Jelsé” és utolséd” leng6sik kiillonboz6 hasabhoz tartozik (D és E), igy mindkét hasib
belemar a masikba — ez a bemetszés esete.

A lengosikokban 1évo alkoték metszéspontjai 6sszesen 10 db athatasi pontot adnak,
amelyeket ugyanazzal logikaval kothetiink oOssze, mint amit az el6z6 feladatban is
alkalmaztunk.

Az athatasi pontok masodik képeinek meghatarozasa és a lathatosag is az el6zo
példaval analdg.

Megjegyzés: A leng6sikok modszere alkalmazhato hengerek és kipok esetére is.

2.13. Abrazolas 3 képsikon

Pont abrazolasa

A miiszaki életben a leggyakoribb abrézolasi méd, ha egy objektumrodl (legyen
példaul egy csavar vagy egy épiilet) harom képet adnak meg: egy elolnézetet, egy
feltilnézetet és egy oldalnézetet.

Ez annyit jelent, hogy a szokasos Monge-projekcio rendszerében egy tijabb képsikot kell
felvenni: egy profilsikot, amelyet Ks-mal jeloliink. Igy egy P pontnak 3 képe (P', P", P")
lesz. A P pontnak a P’ pont a felillnézete, a P” az elolnézete, mig a P az oldalnézete.

Xss
[ -
P P
.................. B SR
r Y
' ;
_ ! .
K pro ] T : .
P Z| e e . :
1 [ e Sttt N o T A !
Y PN | .
o Ks : :
P : ;
i : i :
] i X e .
L ¢ :
Xt f
.o - ]
~ N S b
- P’ - I S -t
\\‘\-\ ‘H‘\-\ !
K ~ P

A K3 harmadik képsikot a K képsikba ,forgatjuk”, ezért a P’ és a P képeket Ossze-
kot rendezdegyenes ,,meghajlik” — az dbran a Y P’ félegyenes, az Y pontot tartalmazé
negyedkor és az Y P"” félegyenes egytittese a ,hajlitott” rendezd.
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Egyenes és sik Abrazolasa

Mivel az 14j, harmadik képsik meréleges mind K;-re, mind Ks-re, ezért (K, K3),
valamint (Ko, K3) egy-egy ,,ij” Monge-rendszernek foghaté fel, és igy a K3-ra minden
korabban megtanult szerkesztési médszer hasznalhato.

Ez annyit jelent, hogy (altaldban) egy egyenesnek értelmezhet6 az N3 harmadik nyom-
pontja, és egy siknak létezik ng harmadik nyomvonala.

Figyeljiikk meg egy egyenes és egy sik abrazolasat 3 képsikos rendszerben:

Gyakorl6 feladatok
1. Készitsiik el a 2. feladatlapon talalhat6 csonkolt kocka harom vetiletét!
2. Készitsiik el a 3. feladatlapon talalhato csonkolt kocka harom vetiiletét!

3. Rajzoljuk meg a 4. feladatlapon taldlhatd csonkolt kocka szemléltetd abrajat a
vetiiletei segitségével!

4. Rajzoljuk meg az 5. feladatlapon taldlhaté csonkolt kocka szemlélteto abrajat a
vetiiletei segitségével!

5. Rajzoljuk meg a 6. feladatlapon taldlhatd csonkolt kocka szemléltetd adbrajat a
vetiiletei segitségével!



3. fejezet

Axonometria

3.1. Az axonometria fajtai és alapveto tételei

Mint azt mar korabban is emlitettiik, az abrazolé geometria célja, hogy geometriai
alakzatokrol vagy barmilyen targyrél tgynevezett ,képies képet” alkossunk. Az ilyen
szemléletes rajzok elkészitése soran legtobbszor axonometridban abrazolunk.

Az azonometria eqy pdrhuzamos vetitést haszndlé abrdzoldsi eljdrds, ahol 1(+3) kép-
stkra vetitink. Igy az axonometria parhuzamossig- és osztéviszonytarto.

Vegyiink fel a rajz sikjaban harom egymast metsz6 egyenest O kozos ponttal, amelyek-
re ugy tekintiink mint egy derékszogi koordinatarendszer tengelyegyeneseinek vetiiletei.
Adjuk meg a tengelyeken (z,y, z) az egységpontok képeit is: £, = (1,0,0), £, = (0, 1,0),
E,=(0,0,1).

(A kés6bbiekben kimondott Pohlke-tétel biztositja, hogy mindig létezik olyan derékszogii ko-
ordindtarendszer a térben, amelynek ez a rendszer a parhuzamos vetiilete.)

Legyen P = (P,,P,, P,) a tér tetszOleges pontja, amelynek az [z,y|/[y, z|/[z, 2
koordinatasikra es6 mer6leges vetilete P'/P”/P". (Az elnevezések rendre el-
s6¢/masodik /harmadik kép.) A rajz sikjdban &brazoljuk a P pontot ugy, hogy
osztoviszony-tartassal felvessziik a tengelyeken a P,, P,, P, pontokat, majd ezekbdl meg-
hatérozzuk a P’, P", P" képeket. Igy kapjuk egy olyan hasib képét, amelynek cstcsai
P, P, P" P" P, P, P,é O. Ezt a P ponthoz tartoz6é aronometrikus vetitéhasibnak
nevezzik, a P aronometrikus képe a rajzon szintén P-vel jelolt pont.

[}
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Az axonometria alaptétele: A targy azonometrikus képe mindig affin a targy egy
jol meghatdrozott parhuzamos vetiletéhez.

Pohlke tétele: (1853) A rajz sikjdnak barmely O pontjibol kiindulé OF,, OF,,

OFE. szakaszai — hasonldsdg erejéig — mindig tekinthetdek egy O(E,E E,) ortonormdlt
bazis parhuzamos vetiletének, amennyiben a szakaszok kilonbozo egyenesre esnek.

Mas megfogalmazasban: Egy targy axonometrikus képe mindig hasonl6 a targy egy
jol meghatarozott parhuzamos vetiiletéhez.

A bevezetében elmondottakat a Pohlke-tétel segitségével pontosithatjuk:

Tegyiik fel, hogy az O origéju z,y,z tengelyekkel megadott térbeli derékszogi
koordinatarendszert egy tetszoleges sikra vetitjik — igy kapjuk az O, z, y és z (tovabba
E,, E, és L,) vetiilleteket. Ezzel megadtunk egy axonometridt, amelyben a P pont
P-vel jelolt vetiilete a pont axonometrikus képe.

A P pontot a P, P', P" és P" pontok kiziil ketté eqyértelmiien meghatdrozza.

A térbeli O(E,E E,) pontnégyest fétéralakzatnak, a O (Exﬂyﬁz) vetiiletét fokép-

alakzatnak nevezziik.

dOaEz ’ . v e qe1s s . .

g = (7) € R szamot az i-tengely rovidilésének nevezzik, ahol i = x, y, 2.
Megjegyzés: A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért az axonometrikus képeket ala-

huzas nélkiil jeloljik.

Ortogonalis axonometria

Egy axonometria ferdeszogi/klinogondlis, ha a vetités iranya a képsikkal hegyesszoget
zar be. Amennyiben a vetités irdnya merdleges a képsikra, igy merdleges/ortogonalis
axonometriarol beszéliink.

(Erdekességként jegyezziik meg, hogy ferdeszogli axonometridban gémb kontturja ellipszis, mig
ortogondlis axonometridban egy gémb konturja kor.)
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Egy ortogonalis axonometriat altalaban ugy vesziink fel, hogy a tengelyeknek és a
képsiknak a metszésponjait lathassuk. A harom tengely képsikkal alkotott metszéspont-
jai egy haromszoget adnak, amelyet nyomhdromszdignek neveziink.

Tétel:  Ortogondlis axonometridban a nyomhdromszog hegyesszogi, tovdbbd a
tengelyek képei e hdaromszog magassagvonalai és igy az origo képe a nyomhdromsziog
magassagpontja.

Tétel: Minden hegyesszogi hdromszioghoz létezik olyan térbeli derékszogi koordind-
tarendszer, amelynek a megadott hdromszog a nyomhdromszoge.

Allitas: Ortogondlis axonometridban q, = cosa , gy =cosfB, q,=cosvy , ahol
a, B,y rendre az x,y, z tengelyek képsikszoge.
Tétel (Gauss): Megtartva az elézd dllitas jeloléseit,

CHa+yi=2.
A fenti tételek segitségével tetszdleges ortogonalis axonometriat konnyen felvehetiink.

Adjuk meg az N, N,N.A nyomhdromszoget, majd szerkessziik meg a magassagvona-
lait (z,7,z) és a magassagpontjat (O). Igy kapjuk meg az origd és a tengelyek axono-
metrikus képét.

Az egyértelmiiséghez szitkség van még a tengelyek egységpontjaira.

Az - és y-tengely E, és E, egységpontjait a kovetkezdképpen kapjuk: Forgassuk be az

N,ON,A derékszogili haromszoget a képsikba az NT—Ny szakasz koril. Egyrészt az N, N,
folé irt Thalész-koron rajta van az O forgatott képe. Masrészt mivel a vetités merdleges,
ezért az O forgatott képe illeszkedik egy O-bdl kiindulod m—ra merdleges egyenesre.
Ezen egyenes és a Thalész-kor metszéspontja az O°. Itt felmérheté6 O°-bdl az egység
mindkét (leforgatott) tengelyre: E és Ej. Ezeket szintén meréleges irdnnyal vihetjiik
vissza az axonometrikus képre.

Az dbran az E.-t analég modon, az E,OF,/A leforgatasaval kaptuk.

I
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A szerkesztés akkor sem bonyolult, ha el0szor a tengelyegyeneseket vessziik fel, és ahhoz
hatarozunk meg egy nyomharomszoget. Ebben az esetben a nyomharomszog egyik csu-
csat tetszolegesen megvalaszthatjuk, a nyomharomszog oldalait a megfeleld tengelyekre
allitott merolegesekkel kapjuk.

Megjegyzés: Megadhatd egy ortogonalis axonometria tengelykeresztje akkor is, ha
a rovidilések adottak, ennek szerkesztését lasd példaul a Gyarmathi LaszIlo: Abrazols
geometria 2. jegyzetben.

Kavalier-axonometria

Ferdeszogli axonometriak koziil az egyik legfontosabb az in. kavalier-axonometria.
Ebben a vetitési rendszerben a képsik az [y, z]-koordinétasik, igy [y, z]-ben minden valédi

nagysagban latszik. A térbeli OF, szakasz vetiilete az OF,, szakasz.

X

Ezen axonometria egyik f6 erejét az adja, hogy kavalier-axonometriabél konnyt attérni
Monge-projekciora. Figyeljitk meg a kovetkezé abrét, amelyben az [x, y]-koordinatasikot
K, képsiknak tekintjiik és ,lehajtjuk” az [y, z]-koordinatasikba (mint K, képsikba).
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3.2. Térelemek abrazolasa

(A pont abrazolasat a bevezetdben mar targyaltuk.)

Egyenes dbrazolasa

Ahogyan egy pontnak is négy képe van, Ugy egy egyenesnek is megadhatd elso,
masodik, harmadik és az axonometrikus képe. A pont dbrazolasaval megegyezden, egy
e egyenest is egyértelmiien megadhatunk két képével: az €', €’, ¢” és e képek koziil
kettével. (Ebbdl a kettébél a fennmaradd masik két kép mar meghatarozhato.)

Az elnevezések a Monge-projekeié mintdjéra torténnek. Igy az [z, y]-koordinatasikkal
valé metszéspont az Nj elsd nyompont, az |y, z]- illetve [z, z]-koordinatasikkal alkotott

metszéspontok az Ny és N3 mdsodik, illetve harmadik nyompontok.

3]

Erdekességként mutatjuk be egy tn. azonometrikus vetitéegyenes képeit. A v vetits-
egyenes (szintén) v-vel jelolt axonometrikus képe pontta fajul, és igy minden pontjanak
ugyanez a pont az axonometrikus képe. Ezt figyelembe véve a harom nyompontjat ab-
razoljuk, amikkel el6all a keresett o', v” és v kép is.
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Sik Abrazolasa

A Monge-projekciéval mutatott hasonlésdg miatt a sik abrazoldsa sem hoz sok
ujdonsagot. Egy tetszoleges siknak altalaban harom mnyomwvonala van, amelyek a
megfelelo koordinatasikokkal alkotott metszésvonalak.

Egy sikot két nyomvonalaval abrazolhatjuk, amelyekbdl a harmadik nyomvonal szer-
kesztheto.

Fontos megjegyzés:  Vesslik Ossze az egyenes és a sik dbrazolasat a Monge-
projekcidoban targyalt harom képsikos vetitési eljarassal, és figyeljik meg a hasonlésdgot!

3.3. Illeszkedési és metszési feladatok

Mivel az axonometria egqy pdrhuzamos vetitésen alapulo abrdzoldsi rendszer, ezért
minden eddig (kétds- és Monge-projekcioban) megtanult térgeometriai meggondolds
felhasznalhato. Erre az erés analdgidra tekintettel, a kovetkezOkben csupan néhany
alapfeladatot mutatunk be révid indoklassal.

Javasoljuk, hogy az Olvas6 a Monge-projekciéban kitiizott illeszkedési és metszési
feladatokat szerkessze meg axonometriaban is.

Minden feladatban a térelemeket tetszoleges ferdeszogii axonometriaban abrazoljuk.

Alapfeladat: Legyen adott egy sik nyomvonalaival és egy P pont axonometrikus képe.
Szerkesszitk meg a P egy tovabbi képét (P', P” vagy P") tgy, hogy a P illeszkedjen a
sikra!

Megolddas: Tekintsiik a sik egy olyan f; elsé févonalat, amelynek axonometrikus
képe athalad P-n. A févonalakrél tanultak miatt f| szerkeszthetd. A z-tengellyel
parhuzamosan ,vetitjik” a P-t az [z, y|]-koordindtasikra (mint elsé képsikra). Ahol ez a
vetitGegyenes elmetszi fi-t, ott taldljuk a P’ pontot.

Igy a P pont adott, mert ismerjikk két képét: a P axonometrikus képet és a P’ elsd
képet. (A rajzon megszerkesztettik a P” és P"” képet is.)

Vegyiik észre, hogy a végeredményt tekinthetd gy is, mint egy Monge-projekciéban
adott sik févonalanak egy szemléletes képe.

(Az dbran a P-re illeszked masodik és harmadik févonalat is megrajzoltuk.)



3.3. ILLESZKEDESI ES METSZESI FELADATOK 67

Alapfeladat: Hatarozzunk meg olyan e, f és g egyeneseket, amelyekre teljesiil, hogy
el f, tovabba e és g kitérd!

Megoldds: Az el|f, ha minden megfelel6 képiik parhuzamos (az dbrén az axonomet-
rikus és az elsé képek).
Az e és a g kitéro, ha a megfeleld képek metszéspontjai nem hataroznak meg egy pontot
(,a metszéspontok nincsenek egy rendezén”). A rajzon e és g axonometrikus képek
metszéspontjanak [x,y|-ra es6 vetiilete” nem esik egybe az €’ és ¢’ metszéspontjival.
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Alapfeladat: Legyen adott egy e egyenes axonometrikus és elso képével, és egy f egyenes
axonometrikus képe. Szerkesztendd f’ gy, hogy e és f metsz6 legyen!
Megoldas: A kitéro egyeneseknél elmondott elv alapjan a megoldas evidens.

Alapfeladat: Legyen adott két sik nyomvonalaikkal. Szerkesztend6 a metszésvonaluk!

Megoldas: Tekintsiik a két sik megfelel6 nyomvonalainak metszéspontjait — az abran
az els6 és a masodik nyomvonalak metszéspontjai ,, N1 és ,,/No. Ezek a pontok mar a
metszésvonal els6 és masodik nyompontjai, amelyekkel a metszésvonal axonometrikus
képe (m) és els6 képe (m’) konnyen szerkeszthetd.

Alapfeladat: Legyen adott egy stk nyomvonalaival és egy egyenes két képével. Szerkesz-
tendo a stk és az egyenes metszéspontjal
Megoldas: A kordbban megtanult feddegyenespdrok mddszere itt is hasznéalhato.
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Legyen adva az egyenes e axonometrikus és €’ elsd képével. Legyen f olyan egyenes,
amelynek elsé képe egybeesik e els6 képével (' = f' els§ fedbegyenesek) és f benne van
a nyomvonalakkal adott sikban.

Az [ egyenes axonometrikus képe nyilvanvalé, ha benne van a sikban: f. Az
enN f={M} a metszéspont els6 képe, ezt ,levetitve” az elsé képekre adddik M’ is.

Erdekesség:

Bar a metrikus feladatok tobbségéhez leforgatas sziikséges, egy egyenes és sik mero-
legességét egy apro tritkkel meg tudjuk szerkeszteni.

Szerkessziink O-bol merdlegest eqy nyomwvonalaival megadott tetszoleges sikra!

Monge-projekciébdl ismert, hogy sik és egyenes merélegességének képi feltétele, hogy
az egyenes megfeleld képe meroleges legyen a stk megfelel6 nyomvonalara. — Ezt felhasz-
nalva, eléallitjuk a képi feltételt két koordinatasikon, igy az egyenesnek megkapjuk két
képét, amelybdl a hianyzé masik két képet is meg tudjuk majd hatarozni.

A probléma nyilvanvaléan az, hogy egyik koordinatasikot sem latjuk valodi nagysagban,
igy merdlegest sem tudunk allitani. Ezért ugy kell megszerkeszteni a merdleges egyenes
képeit, hogy csak parhuzamosokat hasznalunk (azt ugyanis a vetités megorzi).

Vegytik példaul az [z, y|-koordinatasikot (mint ,els6 képsikot”), és benne az O origo,
az E, és ), altal meghatdrozott négyzetet. Vegyiink fel egy n; nyomvonalat. A feladat
az, hogy merolegest allitsunk az O-bdl az ni-re, csak és kizarélag parhuzamosok felhasz-
naldsaval. o

Tekintstik az AOB/A haromszoget, és szerkessziik meg a magassagpontjat. Az OA
oldalhoz tartozé magassag B csticsbdl indul és parhuzamos(!) az E—nal. Az OB ol-

dalhoz tartozé magassag A-bdl indul és parhuzamos(!) az OFE,-szel. E két magassig
metszéspontja a keresett M magassagpont.
Az OM = m’ egyenes az AB oldalhoz tartozé magasségvonal egyenese, igy pusztdn pér-
huzamosok huzasaval elértik, hogy m’ Ln;.

(Hasonl6an eljarva egy masik képen, az m meréleges egy masik képe is szerkesztheto. )



70 3. FEJEZET. AXONOMETRIA

B/ E
o ! AR
i Coi
M, i
oy i
~J = i
!A !
i [
om
i
1
l
E. E
ny
X

Gyakorlé feladatok

(A feladatokat tetszOleges ferdeszogii axonometridban oldjuk meg.)

1. Szerkessziink tetszoleges ponton at egy adott sikkal parhuzamos egyenest!

2. Legyen adott egy sik nyomvonalaival és egy rd nem illeszked6 pont. Szerkessziink
a pontra illeszkedd, az adott sikkal parhuzamos sikot!

3. Legyen adott egy haromszog két képével és egy egyenes. Szerkesztendo a haromszog
és az egyenes metszéspontjal

4. Legyen adva két haromszog. Szerkessziik meg a metszésvonalukat!
Utmutato: Segitségképpen szerkesztési menet nélkiill bemutatjuk a kész abrat:

(A lathatésdgot itt az axonometrikus veti{t8irdnybdl nézve rajzoltuk meg, ldsd példaul a BC és EF szakaszok fedSpontjait.)
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5. Legyen adva egy haromszog két képével, és egy fényirany két képével. Szerkesztendo
a haromszog koordinatasikokra vetett arnyékal!

6. Tekintsiink egy olyan hatszog alapi ferde gulat, amelynek alapja az [z,y]-
koordinatasikban fekszik, valamint egy ré nem illeszkedd egyenest. Szerkesztenddek
a gula és az egyenes kozos pontjail

7. Oldjuk meg az elobbi feladatot ferde gula helyett ferde hasabbal!

8. Tekintsiink egy olyan Otszog alapu ferde gulat, amelynek alapja az [z,y]-
koordinatasikban fekszik, és egy azt metsz6 sikot. Szerkesztendo a sikmetszet!
Utmutato: Segitségképpen szerkesztési menet nélkiill bemutatjuk a kész abrat:

9. Oldjuk meg az elobbi feladatot ferde gula helyett ferde hasabbal!

10. Legyen adott egy sik nyomvonalaival és egy pont. Szerkesztendd a ponton atmend,
a sikra merdleges egyenes!



4. fejezet

Centralis vetitések

Az eddig targyalt abrazolasi eljardasok mindegyike parhuzamos vetitéseken alapszik.
Azonban ha az emberi 14tést szeretnénk reprodukélni, centrumbdl torténd vetités(eke)t
kell hasznalni. — A kovetkezékben két centralis vetitéssel ismerkediink meg: a centralis
projekcioval, illetve az arra épiilo perspektivaval.

A tovabbiakban a végtelen tdvoli sikkal kibévitett euklideszi térben dolgozunk.
Koénnyed megfogalmazasban a végtelen téavoli sik pontjai a kévetkezdk: Vegyiik a tér egy egye-
nesét és minden ezzel parhuzamos egyenest. Ekkor gy tekintjiik, hogy ezek a parhuzamos
egyenesek egy kozos pontban taldlkoznak a végtelen tévoli sikon. (A végtelen tévoli sik egy
masik pontja egy mésik, egymassal parhuzamos egyenessereghez tartozik.) Igy a tér minden
egyeneséhez hozzarendeltiink egy wvégtelen tdvoli pontot, és minden parhuzamos egyenesnek
kozos a végtelen tavoli pontja. Az is konnyen beldthatd, hogy egy sik Osszes egyeneséhez tar-
tozd végtelen tavoli pontok a végtelen tavoli sikon egy egyenest alkotnak. (Részletes és preciz
targyaldsat lasd Projektiv geometria.)

4.1. Centralis projekcié alapjai

Tekintstik a tér egy (végesben fekvs) C' pontjat mint centrumot és egy arra nem il-
leszked§ sikot mint képsikot. A (végtelen tavoli pontokkal kibGvitett) tér minden pontjat
vetitsiik a C' centrumon keresztiil a képsikra. Ezt az abrazolasi médot a tér egy centrilis
projekcidjanak nevezziik.

A centrélis projekci6 egyenes- és kettOsviszony-tarto.

A képsikon (a rajz sikjdban) a C' centrum Cj-gyel jelolt meréleges vetiiletét fépontnak
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nevezzik. A centrum képsiktdl vald tavolsagat d-vel jeloljiik, és ezt a tavolsagot a kép-
sikban egy C) kézéppontt, d sugari korrel, a d? distanciakérrel adjuk meg.

Az elballitasbol nyilvanvald, hogy egy P pont a képével nem hatarozhaté meg egyértel-
mien, ezért az abrdzolds alapeleme az egqyenes!

Egyenes dbrazolasa

Legyen e egy tetszoleges egyenes, amelynek végtelen tavoli pontja Qo. Az egyenes
képsikkal alkotott metszéspontjat nyompontnak nevezziikk (N). Vetitsik az egyenes
pontjait a C centrumon keresztil. Ekkor a (., pont képe véges helyzetiivé valik,
amelyet Q'-vel jelolink és az egyenes irdnypontjanak nevezzik. — Egy egyenest altalaban
nyompontjaval és iranypontjaval adjuk meg.

Egy pont képét tgy hatarozzuk meg, hogy tekintjik a pont és a centrum altal megha-
tarozott egyenesm& nyompontjat. A () végtelen tavoli pontnal is ugyanez torténik,
sziikséglink van a C'Q), egyenesre. A (), vetitése sordn valéjaban az e egyenessel hiizunk
parhuzamost C-n keresztiil, majd meghatarozzuk ennek a parhuzamos egyenesnek a
nyompontjat. Igy tudunk egy végtelen tévoli pontot ,bevetiteni” a képsikba.

A @' segit abban, hogy az egyenest visszadllithassuk a térben. A centrum merdleges
vetiilete és a (' ismeretében az egyenes allasat kaphatjuk meg — ez indokolja az
yirdnypont” elnevezést. Ezt az egyenesallast kell eltolni az N nyompontba.



74 4. FEJEZET. CENTRALIS VETITESEK

Az is konnyen atgondolhatd, hogy a @' helyzetébol kovetkeztethetiink az egyenes
képsikszdgére. Ha a Q)" a distanciakoron kivil van, a képsikszog 0° és 45° kozotti; ha
illeszkedik a distanciakorre, akkor éppen 45°; végiil ha a distanciakoron belil helyezkedik
el, a képsikszog 45° és 90° kozott van.

Megjegyzés: Specialis helyzetli egyenesek a képsikkal parhuzamos és arra meroleges
egyenesek, tovabba a vetitdegyenesek.

Képsikkal parhuzamos egyenes esetében a nyompont végtelen tavoli és egybeesik az
irdnyponttal. Az egyenes allasat a vetiiletével adjuk meg, amely parhuzamos az erede-
ti egyenessel. A képsiktol vald tdvolsiagat pedig gy, hogy egy tetszéleges alldstu (véges
nyom- és iranyponttal rendelkez6) egyenes adott magassagi pontjanak vetiiletén at hiz-
zuk meg a képét.

Képsikra merdleges egyenesek iranypontja éppen a C' pont.

A vetitGegyenesek nyom- és irdnypontja, valamint minden pontjanak képe egybeesik.

Sik Abrazolasa

Az egyenes megaddsahoz hasonléan jarhatunk el sik abrazolasanal is. Tekintstink egy
sikot, amelynek képsikkal alkotott metszésvonala n, a ¢, végtelen tavoli egyenesének C'
altal vetitett képe ¢'. A sik nyomwvonala n, irdnyvonala ¢ .

Azonnal lathato, hogy a sik nyomvonala és iranyvonala eqymdssal parhuzamos. — Egy
altalanos helyzetii sikot foként ezzel a két egyenesével adjuk meg.
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Altaldnositva az egyenes abrazolésanal elmondottakat, a sik esetében is az irdnyvonal
segit megadni a sik allasat, a nyomvonala pedig a ,,konkrét helyét”.

A sik képsikszoge 45°-nél kisebb, ha a ¢-nek nincs kozos pontja a distanciakor-
rel; 45°, ha érinti azt; mig 45° és 90° kozott van, ha a ¢’ irdnyvonal metszi a distanciakort.

Megjegyzés: Specialis helyzetii sikok a képsikkal parhuzamos és a képsikra meroleges
sikok, illetve a vetitosikok.

Képsikkal parhuzamos sikot két metsz6 vagy két parhuzamos egyenesével adhatjuk
meg. (lasd: képsikkal parhuzamos egyenesek abrézolasa) — Ezek kozott is specidlis az tn.
eltinési sik (egyenesei az eltinési eqgyenesek), amely illeszkedik a centrumra és parhuza-
mos a képsikkal. Ezen sik képe a sik végtelen tavoli egyenese.

Képsikra merdleges sikok iranyvonala dthalad a centrum C merdleges vetiiletén.

A vetitosikok nyom- és iranyvonala egybeesik, tovabba minden pontjanak képe ezen
az egyenesen van.

Helyzetgeometriai feladatok

A kovetkezdkben attekintiink néhany alapvetd illeszkedési- és metszési feladatot.

Vegyiik észre, hogy a centrilis projekcio szoros kapcsolatban dll a kotas projekcidval,
és igy az ott megismert modszerek jelentOs részét ebben az dbréazolasi eljarasban is
alkalmazhatjuk. (Ennek oka az, hogy mind a kétéas projekcid, mind a centralis projekcid
ugynevezett nyomelemes eljaras. A kétas projekciot ugy is felfoghatjuk, mint egy olyan
specialis centralis projekciot, ahol megengedjiik, hogy a centrum egy bizonyos végtelen
tavoli pont legyen.)

Alapfeladat: Abrazoljuk egy tetszéleges P pont képét!

Megoldas: Mivel a pont a centralis vetiiletébdl nem rekonstrualhato egyértelmiien,
ezért vegylink fel egy P-n atmené tetszoleges p egyenest, amelyet a pont tartdjdnak is
neveziink. Az egyenes képe egyértelmii, igy a rajta fekvé P’ kép is egy és csakis egy pont
képe lehet.
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Alapfeladat: Legyen adott egy sik nyom- és irdnyvonalaval. Adjunk meg ezen a sikon
egy tetszoleges egyenest, és egy tetszoleges pontot!
Megoldas: Az illeszkedéstartasbol nyilvanvald, hogy egy sikbeli egyenes nyompontja
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illeszkedik a sik nyomvonalara, és(!) az irdnypontja az irdnyvonalra.

Az abran e a tetszoleges sikbeli egyenes, amelynek nyom- és iranypontja kielégiti az
elobb elmondott feltételeket.

Pont abrazolasardl (az eléz6 feladatbél) tudjuk, hogy egy ré illeszked6 egyenes segitségé-
vel abrazoljuk, ezért az €' felhasznalasaval kapjuk egy olyan P képét, amely illeszkedik
e-re és igy a sikra is.

Alapfeladat: Abrézoljunk centralis projekciéban parhuzamos, illetve metszé egyeneseket!

Megoldds: Elészor abrazoljunk parhuzamos egyeneseket. Az e és f parhuzamos
egyeneseknek a térben kozos végtelen tavoli pontjuk van (@), a nyompontjuk kiillonbo-
76. A Qo képe legyen @)', amely mindkét egyenes iranypontja. Ezért €’ és [’ a képsikon
metsz6(!) helyzetil, metszéspontjuk Q.

Metsz6 egyenesekrdl tudjuk, hogy 1étezik kozos sikjuk. Legyen e és f egymast metszo
egyenesek.
Az egyik egyenes képét tetszélegesen felvehetjiik: €/, N, és Q). A masik egyenes centralis
vetiilete tetszoleges, és egy pontja is felvehemég tetszOlegesen: f' és Ny. A két egyenes

kozos sikjanak nyomvonaldt megadja az N.N; = n egyenes, ezzel parhuzamos a ¢’
iranyvonal, amely athalad a @), ponton.
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Ahol a ¢’ metszi az f’ képet, ott talalhaté az f egyenes Q) irdnypontja. Ezzel mér adott
f is, és a konstrukciobol vildgos, hogy metszi az e-t.

Alapfeladat: Hatarozzuk meg két sik metszésvonalat!

Megoldds: Legyen « és [ két, egymast metszo sik. A keresett m metszésvonal mind-
két sikban benne van, ezért az m nyompontja (N) illeszkedik mindkét sik nyomvonaléra;
az iranypontja (Q') illeszkedik mindkét sik irdnyvonaldra. Innen mér kovetkezik, hogy
{N} =noNng és {Q'} = q, N qp. R
Az N és Q' pontok mar megadjik a metszésvonal képét: NQ' = m.

Alapfeladat: Legyen adott egy sik nyom- és irdnyvonalaval és egy azt metszo e egyenes
nyom- és iranypontjaval. Szerkesztendd a metszéspontjuk!

Megoldds: A megoldasi médszert a kétas projekciobodl ,,emeljiik at”.
Vegyiink fel egy tetszéleges Y sikot, amely illeszkedik az e-re. Hatarozzuk meg a X
segédsik és az eredeti sik metszésvonalat: m.
Az m és az e egy sikban van, igy a képen az M metszéspontjuk M’ képe kijelolhetd.
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Ez az M azonban az eredeti siknak is eleme, hiszen az m (mint metszésvonal) benne volt
abban a sikban.
Az M tehat a sik és az egyenes kozos pontja, azaz a keresett metszéspont.

Egyenes képsikba forgatasa

Centralis vetitéseknél a parhuzamossagtartas hianya és az a tény, hogy osztoviszony-
tartas helyett csak kettésviszony-tartas all fenn, megnehezitheti a metrikus feladatok
végrehajtésat. Eppen ezért egy egyenes képsikba forgatdsa sordn megprébalunk dttérni
kétas projekcioba, ahol egy egyenes leforgatasa konnyti feladat.

Legyen adott a centralis projekcié (Cy, d?), és abban egy tetszbleges e egyenes
nyom- és iranypontjaval (N és @'). Hatarozzuk meg az e egy tetszéleges P pontjanak
tavolsagat a képsiktol, és az egyenes valodi nagysagat is!

Az e kétas projekcidbeli e, képének meghatarozasa tobb 1épésben torténik. (A kétas
projekcié képsikja megegyezik a centralis projekcio képsikjaval, a koétds projekcidban
fellépd egységet a d tavolsdg helyettesiti.)

Hatarozzuk meg eloszor annak az egyenesnek a képét kotas &ekeiéban, amely
az egyenes ()., végtelen tavoli pontjat centralisan vetiti, azaz a C'Q), vetitéegyenest.
Ennek a — g-val jelolt — vetitdegyenesnek a nyompontja <m;en a @'. A C merbleges
vetiilete C1, kotdja d, igy a ¢ egyenes merdleges vetiilete: Q'Cy = N, Cy, = .

Forgassuk le (kdtds projekcidban) a ¢ egyenest a ¢, képe koril, a Ci(d) pont
segitségével: ¢°.

Mivel a kétas projekcié parhuzamossagtartd, igy az e egyenes N nyompontjaba
eltolva a g és ¢° egyeneseket, az e egyenes kétas projekcidbeli képéhez és annak lefor-
gatottjahoz jutunk: e; és e°. — Azonban még nem tudunk ,mérni” ezen az egyenesen,
mert hianyzik a P pont P, merdleges vetiilete.
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Tekintsiik most azt a p vetitGegyenest, amely a P pontot centralisan vetiti. Ha
a kotas projekcio felol kozelitjiik meg a p abrazolasat, akkor ismerjik két pontjat: a
Ci(d) pontot (a centrumot mint ,tetsz6leges” pontot) és a p-nek az N, nyompontjat,
ﬂ) éppen a P’ pont. (Ugyanezt a meggondoldst hasznaltuk fel a Q. pont esetében is.) A
C1P' = py, képre illeszkedik a P pont Py kétas képe (hiszen p a P vetitéegyenese), és(!)
a Py rajta van az eg-n is, ezért py Ne, = { Py}

A P, kétéas kép ismeretében P° mar meghatarozhato, és = a képsiktdl vett tavolsiaga.
Az e egyenes leforgatottja pedig a centrélis projekcidban is az e° egyenes.
Az e° forgatott képen a mérés mar lehetséges, egy forgatott pont centralis képe pedig a
C kép felhasznalasaval azonnal megkaphato.

Megjegyzés: Vegytik észre, hogy py tekinthetd tigy is, mint a P pontot merélegesen(!)
vetité egyenes centralis(!) képe (aminek az iranypontja Cf).
Az is konnyen igazolhatd, hogy C°, P’ és P° eqy egyenesre illeszkedik.

Megjegyzés: Sik leforgatasahoz, valamint sik és egyenes merdlegességének képi felté-
teléhez projektiv geometriai ismeretek sziikségesek. (Példdul: Egy egyenesre merdleges sik
irdnyvonala az egyenes iranypontjdnak a distanciakorre vonatkoz6 antipolérisa.)

Gyakorlé feladatok

1. Abrézoljunk parhuzamos sikokat!
2. Abrézoljunk képsikkal parhuzamos és képsikra merSleges egyeneseket!

3. Abrézoljunk képsikkal parhuzamos és képsikra meréleges sikokat!
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Legyen adott egy sik nyom- és irdnyvonalaval. Szerkesztend?d a sikra nem illeszkedo,
a sikkal parhuzamos egyenes!

Abrézoljuk az eltiinési sik egy pontjat!

Léteznek-e olyan metsz6 egyenesek, amelyeknek képei a centralis projekciéban par-
huzamosak?

Léteznek-e olyan parhuzamos egyenesek, amelyeknek képei a centralis projekcioban
parhuzamosak?

Legyen adott egy pont (tartéja felvételével) és egy egyenes nyom- és irdnypontjaval.
Szerkesztendd a pont és az egyenes sikja!

Legyen adott egy pont (tartéjaval) és egy egyenes nyom- és irdnypontjaval. Szer-
kesztend6 a ponton atmend, az egyenessel parhuzamos egyenes!

Legyen adott egy egyenes nyom- és iranypontjaval. Vegyiink fel ezen az egyenesen
egy 4 cm hosszusagu szakaszt!

A perspektiva alapjai

A perspektiva egy olyan specidlis centralis projekci6, ahol a képsikot fiiggéleges
helyzetiinek tekintjiikk, és az abrazolandé objektumokat egy arra meréleges sikra
helyezziik. Ezt a ,vizszintes” sikot alapsiknak nevezzik.

Az alapsik végtelen tavoli egyenesének képe a képsikon a horizontvonal (h'), az alapsik
és a képsik metszésvonala az alapvonal (a).

Az eléallitasbol nyilvanvald, hogy a horizont- és alapvonal tavolsdga megegyezik a C'

centrum alapsiktol valo tavolsagaval. A C' merdleges vetiilete a képsikon a C; pont.

Az is nyilvanvalé, hogy az alapsikra merdleges egyenesek képei szintén merdlegesek
az alapsikra; mig az alapsikban fekvé, vagy azzal parhuzamos egyenesek képei a hori-
zontvonalon talalkoznak.

A targyakat altalaban a képsik ,,mogott”, a centrumot nem tartalmazé féltérben he-
lyezziik el. Ennek oka az, hogy a perspektiva célja az emberi latas reprodukalasa.



4.2. A PERSPEKTIVA ALAPJAI 81

Kocka abrazolasa

A fentiek szemléltetésére tekintsiik a kovetkezo abrat, amelyen egy alapsikon allo
kocka képének meghatarozasat mutatjuk be. A kocka egyik cstiicsa a P pont, amelynek
képe a P’.

Az abran lathatd, hogy a kocka fiiggbleges élei a képen is fliggélegesek maradtak, illetve
a kocka képsikon fekvé vagy azzal parhuzamos élegyeneseinek képei a horizontvonalon
talalkoznak. Ezeknek az éleknek ugyanis kozos a végtelen tavoli pontjuk — Vi és W —,
a horizontvonal pedig az alapsik végtelen tavoli egyenesének a képe.
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Szerkessziik meg a fenti kockat a megadott perspektivaban!

,Hajtsuk 0ssze” a perspektiva rendszerét: a C' centrumot a h’ horizontvonal 6lé, az
alapsikot pedig (az alapvonal koriil) az alapvonal ald hajtjuk be.

Szerkesszilk meg az alapsikon a kocka PQRS alapjat: (P)(Q)(R)(S). (Az élek
hossza x.) Az alap élegyenesei egy-egy végtelen tavoli pontban taldlkoznak: a V. és W,
pontokban. E két pontot a C' centrum véges helyzetbe hozza (a horizontvonalon). A

C'Vy és CW, vetitéegyenesek forgatott képei a (v) és (w) egyenesek. Ezeket tgy kapjuk
meg, hogy C-b6l parhuzamost hiizunk a kocka alapéleivel. A (v) és (w) egyenesek
metszéspontja a h'-vel adja a végtelen tavoli pontok képeit: V' és W”.

Most meghatarozzuk az alapnégyzet képét. A négyzet oldalegyenesei elmetszik az
alapvonalat 4 pontban. Ezek a pontok fixpontok, hiszen az alapvonal az alapsik és a
képsik metszésvonala. Ezeket a pontokat 0sszekotve a V' vagy W' képekkel kirajzolodik
az alapnégyzet képe is: P'Q'R'S’.

=
- — — = — =
| SR —

-

&
o

A re
Mar csak a feddlap pontjai hianyoznak. Tekintsiik a P() egyenes forgatott és pers-
pektiv képeit. Szeretnénk megszerkeszteni a P f6lott elhelyezkeddé J pontot, amelynek
tavolsdga P-t6l x. A P(Q) alapvonalon 1évé pontja f6lé (az alapvonalra merdlegesen,
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azaz ,fluggélegesen”) vegyiik fel az = élhosszusagot. Ha a PJ kockaélt a PQ) mentén
kozelitenénk a képsikhoz (az alapvonalhoz), akkor éppen az imént megszerkesztett x
szakaszhoz jutnank. Igy ha az z szakasz maésik végpontjét osszekotjitk a W' ponttal,
megkapjuk annak az egyenesnek a képét, amelyen rajta van a J pont és parhuzamos
a PQ-val (tehdt a P(Q-val parhuzamos J-n atmend élegyenest). Ezzel megtalaltuk egy
olyan egyenes képét, amelyen J' rajta van.
Mivel fiiggéleges egyenesek képei fiiggélegesek, ezért a P’-bél induld, az alapvonalra
merdleges egyenes kimetszi az el6bbi egyenesbél a J'-t.

Hasonléan kell eljarni a hianyz6é K’, L' és M’ képeknél is.
Egy maésik lehetdség a hidnyz6 3 pont képének meghatarozasara, ha a V' és W’ pontokat
hasznaljuk fel, és az alaphoz hasonléan az azokbdl kiinduldé egyenesek metszéspontjait
hatarozzuk meg.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy tulajdonképpen az alapsik egy képsikba forgatasat
hajtottuk végre; tovdbbd az alapsik beforgatottja és a képe kozott centralis kollinedcio
van, ahol a centrum C|, a tengely az a alapvonal, egyik ellentengely a h'.

Metszési atviteli eljaras
A metszési dtviteli eljards lényege, hogy egy objektum Monge-projekciéban adott

képeibél kiindulva perspektiv (szemléletes) képet allitsunk eld.
Az alapsik legyen a K, képsik, a perspektiva képsikja egy els6 vetitosik.

Tekintstik példaul egy torony Monge-projekciobeli két képét, és vegyiink fel egy elso
vetitGsikot (mint a perspektiva képsikjat). Az egyszeriiség kedvéért a torony egyik ol-
daléle illeszkedjen erre a sikra. Legyen tovabba adott a perspektiva C' centrumanak két
képe is.

Vilagos, hogy ekkor az elso vetitosik nq els6 nyomvonala az a alapvonal.

A torony J — R pontjait kossiik 6ssze a C' centrummal.

Ahol ezek az egyenesek (mint vetitGegyenesek a perspektiviaban) metszik az adott elsé
vetitosikot (a leendd perspektiva képsikjat), ott talaljuk a torony pontjainak perspektiv
képeit Monge-projekcidban dbrazolva. (A perspektiv képeket itt aldhuzéssal jeloltik.)

A perspektiv képek a Monge-projekcioban egy kivétellel jeloletleniil szerepelnek. Ele-
gendd ugyanis egyetlen pont atvitelét megmutatni, a tobbit ugyanolyan szerkesztéssel
kapjuk. PR
Valasszuk ki a J pontot, amelynek ,,perspektiv vetitoegyenese” a JC' egyenes. Keressiik
a vetitosikkal alkotott metszéspontjat. Az elsé vetitosikokra igaz, hogy minden egyes
poMk elsé képe éppen az nj-en nyugszik. Ezért J'C' Nny; = {J'}. Rendezbvel kapjuk
a J"'C"-n a J" pontot.

A J K;-tél (mint alapsiktol!) valé tavolsaga x, ezt a masodik képen olvashatjuk le.

Végezziik el ezt a szerkesztést az Gsszes tobbi pont esetében is. (A méasodik képen
szaggatott vonallal jeloltiik a toronyrol kapott perspektiv kép Monge-projekciobeli mé-
sodik képét.)

A torony alapéleinek egyeneseinek végtelen tavoli pontjai legyenek a Vo és W, pontok,
amelyeket a C' centrum a perspektiva képsikjara bevetit. Ezeket feliilnézetben (az els

, . /. , S, S S
képeken) konnyen szerkeszthetjitk: V' és W', ahol CV||JK és CW||JM.



84 4. FEJEZET. CENTRALIS VETITESEK

Most vegyiik fel a perspektiva rendszerét. Az alapvonal és a horizontvonal kozotti ta-
volsag az alapsik és a centrum tavolsagaval egyezik meg — ez a masodik képen leolvashato
c szakasz.

A perspektiv kép mar a Monge-projekcioban ,elkésziilt”; az adott elsé vetitésikban nyug-
szik. Ezért ezt a vetitosikot minden pontjaval egyiitt, barmilyen moédszer segitségével
valodi nagysagban kell latnunk.

Mérjik 4t az nj-en (mint alapvonalon) taldlhaté Osszes szakaszt, a perspektiva a
alapvonaldra — példaul C'-b6l kiindulva. A J pont ni-re esé merSleges vetiilete legyen
X, amelyet a szakaszok atmasolasa sordan feltiintettiink a perspektiva rendszerében is.
Az biztos, hogy a J perspektiv kép rajta van az X-bol kiindulé, a-ra meroleges egye-
nesen. Masrészt ismerjiik a J alapvonaltol valé tavolsagat is: x. Ezért az X-bdl induld
egyenesre mérjik fel (X-bol) az x szakaszt, és megkapjuk a keresett J perspektiv képet.

Elvégezve ezt az atmérést a tobbi pont esetében is, kirajzoldédik a torony perspektiv
képe.

Ha atmaésoljuk a V' és W iranypontokat is, az atmérések szama csokkentheto.
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Gyakorlé feladatok

1. Szerkessziik meg perspektivaban egy 4 cm alapélii, 8 cm magassagi négyzet alapu
egyenes hasab képét!

2. Szerkessziik meg perspektivaban egy 4 cm alapéli, 6 cm magassagi szabalyos ha-
romszog alapi egyenes hasab képét!

3. Legyen adott Monge-projekcioban egy Ki-en allo szabalyos hatszog alapu ferde
gtla, valamint egy azt metszo sik. Szerkesszilk meg a gila sikmetszetét, majd
készitsen a csonka gulardl szemléletes képet (perspektiviban) a metszési atviteli
eljaras segitségével!



5. fejezet

Kiegészitések

5.1. Tengelyes affinitas és centralis kollineaci6

Tengelyes affinitas

Két (nem feltétleniil kiillonboz6) sik kozotti affinitason bijektiv, egyenestartd és
osztoviszony-tartd leképezést értiink. Egy affinitds tengelyes affintds, ha van egy pon-
tonként fix egyenese, amelyet tengelynek neveziink. Belathatd, hogy ekkor a tengelyes
affinitasnak van iranya is. Egy tengelyes affinitds iranyan egy olyan egyenesallast értiink,
amellyel minden pontot és a pont képét 0sszekotd egyenes parhuzamos.

Egy sikok kozotti affinitast egyértelmiien meghataroz 3 altalanos helyzetli pont és azok
képei. Tengelyes affinitas esetén altalaban megadjuk a tengelyt és egy tetszoleges pontot
a képével egyiitt.

Alapfeladat: Legyen adott egy tengelyes affinitas tengelyével és egy megfelel6 pontpar-
ral. Hatarozzuk meg egy tetszéleges pont képét!

Megoldds: Legyen adott a t = t' tengely (B = B’ és C = (' tetszbleges fixpontok a
tengelyen) és az A pont az A’ képével. (Ekkor a tengelyes affinitds — m& affinitas — egyértelmiien
adott, mert ismerjiik 3 altaldnos helyzetii pontot a képeikkel egyiitt.) Az AA" egyenes adja a ten-
gelyes affinitas irényé(t;_bﬁrmﬂyen masik pont esetén, a pont és képe altal meghatarozott
egyenes parhuzamos AA’-vel.

Legyen X tetszOleges pont, keressiik az X’ pontot.

86
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=
Tekintstik az AX = = egyenest. Az = egyenes elmetszi a tengelyt egy T' pontban. Mivel
a T rajta van a tengelyen, igy T =T".
Igy az = egyenes képébél ismeriink két pontot: A'-t és T'-t, ezért ' = A'T'. Az
illeszkedéstartas miatt ezen az ' egyenesen fekszik az X' pont is.
<
Huzzunk parhuzamost a tengelyes affinitas iranyaval (AA’ > az X-en keresztil — ezen

az egyenesen szintén rajta van az X’ pont. Ahol ez a parhuzamos metszi az z’-t, ott
talaljuk az X' pontot.

A fenti modszer komplexebb feladatok esetén is alkalmazhato.
Feladat: Adott egy mer6leges (irdnyt) tengelyes affinitds a ¢ = ¢’ tengelyével és egy
(S,5") megfelel6 pontparral. Legyen adott egy ABCA haromszog. Szerkesztendé a héa-
romszog A'B'C'A képe!

Utmutaté: Az (S, S') pontpér segitségével el6szor hatdrozzuk meg példéul az A’ pon-
tot. Az A’ ismeretében a B’ és C’ par (ugyanolyan médon) szerkeszthetd.

Centralis kollineacio

Két (nem feltétlentil kilonbozd) sik kozotti kollinedcién — a végtelen tavoli pon-
tokkal kibovitett sikok kozotti — bijektiv, egyenestartd és kettésviszony-tarto leképezést
értiink. Ha a kollinedciénak van egy pontonként fix egyenese(tengelye), akkor centrdlis
kollinedciorol beszéliink. Ekkor létezik egy olyan fixpont, amelyre illeszkedé6 minden
egyenes invarians, ezt a pontot centrumnak neveziink.

Egy sikok kozotti kollineacidt egyértelmiien meghataroz 4 altalanos helyzetii pont
és azok képei. Egy centrélis kollineaciét legtobbszor tengelyével, centrumaval és egy
megfelel6 pontparral adunk meg.

Vegyiik észre, hogy a tengelyes affinitas tulajdonképpen egy specidlis centralis
kollineacio, ahol a centrum ,végtelen tavoli”.
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Alapfeladat: Adott egy centrélis kollinedcié C' centrumaval, fél—B> tengelyével és egy
(D, D') megfelel6 pontpéarral. Szerkessziik meg egy tetszéleges X pont képét!

Megoldas: A szerkesztés teljesen analdg a tengelyes affinitasnal latottakkal — a
kiilonbség annyi, hogy a parhuzamos irdnyok helyett most a C' centrumon athalado
(invarians) egyenesek kétik ssze a pontokat a képeikkel.

Feladat: Adott egy centralis kollineaci6 C' = C” centrumaéval, t = t’ tengelyével és
egy (S,5") megfelel6 pontpéarral. Legyen adott egy ABDA haromszog. Szerkesztend6 a
haromszog A'B'D'A képe!
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5.2. Feladatlapok

4!1':‘)_” 2”:3 L j ”:6”
10" 9" | 7'=8"
11" 12'=]135" 13'=14"
X, ,

. : 1,2
5= 1Y : _

6'=13" -\3’4
4'=10'

1. feladatlap: Képsiktranszforméacié
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j!

2. feladatlap: Csonkolt kocka vetiiletei 1.
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.‘-\‘1'_1 _I " _f "

3. feladatlap: Csonkolt kocka vetiiletei 2.
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12" 9'=]0"=1]" | 12"=11"" 10" 9

5'=8" 6'=7" §rein =6

1=4" =3 gr=3r  pe2n
F i =3 ] |

§' 7' 10

4. feladatlap: Csonkolt kocka abrazolasa 1.
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2 14" 13" J4qm j2r=g3m

9r=8" jo=11" Fragre g Q=0

,’l =g ore=gr 3r=gqn :
6 TSIV e B A

12'=7" §' 13'=11'=
=4

I 9=2"  10=3'

}'-'. -

5. feladatlap: Csonkolt kocka abrazolasa 2.
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12m=14" 13"

1= §r=gm

»

~
“
~

D

jr=z"

12'=5"

11'=7"

10'=6"

14=4" | .~

6. feladatlap: Csonkolt kocka abrazolasa 3.

§r=grr Fregreegen }3:



